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Nevlastní integrály
Omezující předpoklady Riemanova integrálu:

Integrační obor je konečný uzavřený interval ⟨𝑎, 𝑏⟩.
Integrovaná funkce 𝑓 (𝑥) je na tomto intervalu ohraničená.

Integrály definované za těchto předpokladů – tzv. vlastní integrály.

Tato omezení lze jednoduchými úvahami odstranit!



Nevlastní integrál neomezené funkce
neboli integrál nevlastní vlivem (neomezenosti) funkce – nevlastní
integrály 2. druhu.

Uvažujme funkci 𝑓 (𝑥), která je definovaná na intervalu ⟨𝑎, 𝑏), kde
𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 < 𝑏. Předpokládejme, že je tato funkce spojitá na in-
tervalu ⟨𝑎, 𝑐) ∀𝑐 ∈ ⟨𝑎, 𝑏). (Tedy existuje určitý integrál

𝑐
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 ,
zatímco lim

𝑥→𝑏−
𝑓 (𝑥) = ∞). Pak můžeme definovat funkci 𝐹 vztahem

𝐹(𝑐) =
𝑐

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥, 𝑎 ≤ 𝑐 < 𝑏

Jak se chová veličina 𝐹(𝑐), když budeme 𝑐 libovolně blízko přibli-
žovat zleva bodu 𝑏? Zajímá nás, zda hodnota integrálu konverguje
k číslu 𝐿 ∈ ℝ (existuje konečná limita), nebo zda se hodnota neko-
nečně zvětšuje resp. zmenšuje (limita je nevlastní), případně hodnota
limity neexistuje (hodnota osciluje).



Integrál jako funkce horní meze
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Obr. 4.5: Definice nevlastnı́ho integrálu z neohraničené funkce

x

y

0 c→ 1−c 1

1−
√

1− c2

y = x√
1−x2

x

y

0 c→ 1−c 1

F(c)

1

1−
√

1− c2

y = 1−
√

1− x2

Obr. 4.6

Řešenı́: Integrand je funkce spojitá na intervalu
〈0, 1). V bodě x = 1 nenı́ definovaná. Dále

lim
x→1−

x
√

1− x2
=

(
1
+0

)
= +∞.

Jedná se tedy skutečně o nevlastnı́ integrál z neohra-
ničené funkce. (Funkce má asymptotu bez směrnice
x = 1.) Nejprve proto vypočteme určitý integrál na
intervalu 〈0, c〉, 0 5 c < 1:

F(c) =

∫ c

0

x dx
√

1− x2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− x2 = t
−2x dx = dt
x dx = −1

2 dt
0 ; 1, c ; 1− c2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= −

1
2

∫ 1−c2

1

dt
√
t
= −

1
2

∫ 1−c2

1
t−1/2dt =

= −
1
2

[
t1/2

1/2

]1−c2

1
=

[√
t
]1

1−c2 =

= 1−
√

1− c2.

Dále vypočteme limitu pro c→ 1−:

lim
c→1−

F(c) = lim
c→1−

(
1−

√
1− c2

)
= 1− 0 = 1.

Integrál je tedy konvergentnı́ a platı́:∫ 1

0

x dx
√

1− x2
= 1.

Situace je znázorněna na obr. 4.6. N



Interpretace obrázku

Velikost šedé plochy je funkční hodnota funkce 𝐹(𝑐) tj. hodnota in-
tegrálu

𝑐
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 . Při posouvání meze 𝑐 → 𝑏− mohou nastat tyto
možnosti:

velikost šedé plochy (tj. hodnota tohoto integrálu) se blíží k něja-
kému konečnému číslu 𝐿 (tj. existuje konečná limita funkce 𝐹(𝑐))
velikost plochy roste (klesá) nade všecky meze (tj. limita funkce
𝐹(𝑐) je nevlastní)
hodnota obsahu plochy neexistuje (tj. hodnota osciluje a limita
funkce 𝐹(𝑐) vůbec neexistuje).



Definice nevlastního integrálu 2. druhu
DEF. Je-li funkce 𝑓 (𝑥) spojitá na intervalu ⟨𝑎, 𝑏), zatímco limita

funkce lim
𝑥→𝑏−

𝑓 (𝑥) = ∞, pak integrál tvaru
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 nazýváme ne-
vlastní integrál druhého druhu (neohraničené funkce) a přiřazu-
jeme mu hodnotu rovnu limitě

𝑏
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 = lim
𝑐→𝑏−

𝑐
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 = 𝐿

Je-li L konečné číslo, říkáme, že uvažovaný nevlastní integrál je kon-
vergentní, v opačném případě, tj. když limita je nevlastní (tj. L = +∞
nebo L = −∞ ) nebo neexistuje, říkáme, že nevlastní integrál je diver-
gentní.



Úloha 1:
Vypočítejte nevlastní integrál

1
∫
0

𝑥 d𝑥
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𝒄
∫
𝟎

𝒙 𝐝𝒙
√𝟏−𝒙𝟐
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lim
x→1−

x
√

1− x2
=

(
1
+0

)
= +∞.
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𝟏
∫
𝟎

𝒙 𝐝𝒙
√𝟏−𝒙𝟐

= 𝟏
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Úloha 2:
Ověřte, že nevlastní integrál

2
∫
0

d𝑥
𝑥 je divergentní:

4.2 Nevlastnı́ integrál z neohraničené funkce 179

Obdobně se postupuje, je-li funkce f definovaná na intervalu (a, b〉, a, b ∈ R, a < b,
a je integrovatelná na každém intervalu 〈c, b〉, kde c ∈ (a, b). Opět budeme předpokládat,
že funkce f nenı́ ohraničená na intervalu (a, b〉. Tedy a je jejı́ singulárnı́ bod. Definujeme
funkci

G(c) =

∫ b

c

f (x) dx, a < c 5 b,

a vyšetřujeme limitu pro c→ a+. Terminologie a označenı́ jsou stejné jako v definici 4.6.

+Přı́klad 4.8. Vyšetřete nevlastnı́ integrál
∫ 2

0

dx
x

.
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y
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Obr. 4.7

Řešenı́: Integrand je funkce spojitá na intervalu
(0, 2〉. V bodě x = 0 nenı́ definovaná. Protože

lim
x→0+

1
x
=

(
1
+0

)
= +∞,

jde skutečně o nevlastnı́ integrál. (Funkce, jejı́mž
grafem je rovnoosá hyperbola, má asymptotu bez
směrnice x = 0.)

Nejprve vypočteme určitý integrál na intervalu
〈c, 2〉, 0 < c 5 2:

∫ 2

c

dx
x
=

[
ln x

]2
c
= ln 2− ln c.

Dále vypočteme limitu pro c→ 0+:

lim
c→0+

(ln 2− ln c) = ln 2− (−∞) = +∞.

Integrál je tedy divergentnı́. Situace je znázorněna
na obr. 4.7. Hodnota G(c) = ln 2 − ln c se neome-
zeně zvětšuje pro c→ 0+. N

Poznámka 4.9.

1. Nevlastnı́ integrál z neohraničené funkce má obdobné vlastnosti jako nevlastnı́ integrál
na neohraničeném intervalu. Zejména o konvergenci resp. divergenci rozhoduje průběh
funkce v okolı́ singulárnı́ho bodu.
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Obdobně se postupuje, je-li funkce f definovaná na intervalu (a, b〉, a, b ∈ R, a < b,
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(0, 2〉. V bodě x = 0 nenı́ definovaná. Protože
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Poznámka:
Má-li integrovaná funkce 𝑓 : 𝑦 = 𝑓 (𝑥) více bodů, v nichž je funkce
neohraničená, pak:

Rozdělíme interval integrace na tolik dílčích intervalů, aby v kaž-
dém z nich byl jediný bod v horní nebo v dolní mezi, ve kterém
je limita nevlastní.
Konvergují-li nevlastní integrály ve všech těchto dílčích interva-
lech, pak za jeho hodnotu na celém intervalu považujeme součet
jeho hodnot na dílčích intervalech.
Je-li nevlastní integrál divergentní aspoň na jednom dílčím inter-
valu, považujeme jej za divergentní na celém intervalu.
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