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Nevlastni integraly

Omezujici predpoklady Riemanova integralu:

B Integracni obor je koneCny uzavieny interval (a, b).
B Integrovand funkce f (x) je na tomto intervalu ohranicena.

Integrily definované za téchto predpokladl — tzv. vlastni integraly.

Tato omezeni 1ze jednoduchymi uvahami odstranit!



Nevlastni integral neomezené funkce

neboli integral nevlastni vlivem (neomezenosti) funkce — nevlastni
integraly 2. druhu.

Uvazujme funkci f(x), kterd je definovana na intervalu (a, b), kde

a,b € R, a < b. Pfedpokladejme, Ze je tato funkce spojitd na in-
C

tervalu (a,c) Yc € (a,b). (Tedy existuje uréity integral [ f(x) dx,

zatimco lilgl f(x) = oo). Pak muZeme definovat funkci F 3ztahem
X—>b~
(&
Fe)= [ feodx, a<c<b
a

Jak se chova velicina F'(c), kdyz budeme c libovolné blizko pfribli-
zovat zleva bodu b? Zajima nas, zda hodnota integrdlu konverguje
k ¢islu L € R (existuje kone¢nd limita), nebo zda se hodnota neko-
necné zvétSuje resp. zmensuje (limita je nevlastni), pripadné hodnota
limity neexistuje (hodnota osciluje).



Integral jako funkce horni meze

Y



Interpretace obrazku

Velikost Sedé plochy je funk¢ni hodnota funkce F(c) tj. hodnota in-
C

tegrdlu [ f(x) dx. Pfi posouvéni meze ¢ - b~ mohou nastat tyto
a

mozZnosti:

B velikost Sed€ plochy (tj. hodnota tohoto integralu) se blizi k néja-
kému konecnému Cislu L (tj. existuje kone¢na limita funkce F'(c))

B velikost plochy roste (klesd) nade vSecky meze (tj. limita funkce
F (c) je nevlastni)

B hodnota obsahu plochy neexistuje (tj. hodnota osciluje a limita
funkce F(c) vlibec neexistuje).



Definice nevlastniho integralu 2. druhu
DEF. Je-li funkce f(x) spojita na intervalu (a, b), zatimco limita
b

funkce hm | f(x) = oo, pak integrdl tvaru f f(x) dx nazyvdme ne-

vlastni lntegral druhého druhu (neohramcene funkce) a prirazu-
jeme mu hodnotu rovnu limité

ff(x)dx:CliIglff(x)dx:L

Je-li L konecné Cislo, fikdme, Ze uvazovany nevlastni integral je kon-
vergentni, v opacném pripadé, tj. kdyz limita je nevlastni (tj. L = +
nebo L = —o ) nebo neexistuje, fikame, Ze nevlastni integral je diver-
gentni.



Uloha 1:

1
Vypocitejte nevlastni integral [
0

substituce:

l—x2 =t

il dx =|-2xdx = dt

l—x2

C
F(e)=|

0 1
xdx = _Edt

O—1 c—>1-c

2

=1-v1-¢2. Vypocteme limitu pro ¢ »>1 :

L= lim F(c¢)= lim (1—\/1—c2j=1—0=1.

c—1 c—>1

1
Integral je tedy konvergentni a plati: j
0

X

1—x2

x dx
V1—x2
1—02
2 t t 2

dex=1.
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Uloha 2:

2
Ovéfite, Ze nevlastni integral [ %x je divergentni:

0

1 1
Iim — = ( ) = 400,
x—0t X +0

jde skutecné o nevlastni integral. (Funkce, jejimz
grafem je rovnoosd hyperbola, ma asymptotu bez
smérnice x = 0.)

Nejprve vypocteme urcity integrdl na intervalu
(c,2),0 <c < 2:

2
¥ i =2~ Ine.
X

c

Dale vypo¢teme limitu pro ¢ — 07

Iim (In2 —Inc) =In2 — (—00) = +00.

c—0t



3 |=

In2 —Inc

7

0t < ¢

AN




y=In2 —1Inx

G(c)t

In2 —1Incy:

0 0T < ¢ 2



Poznamka:

Ma4-li integrovana funkce f : y = f(x) vice bodi, v nichZ je funkce

neohranicend, pak:

B Rozdélime interval integrace na tolik dil¢ich intervali, aby v kaz-
dém z nich byl jediny bod v horni nebo v dolni mezi, ve kterém
je limita nevlastni.

B Konverguji-li nevlastni integraly ve vSech téchto dilCich interva-
lech, pak za jeho hodnotu na celém intervalu povazujeme soucet
jeho hodnot na dilcich intervalech.

B Je-li nevlastni integral divergentni aspon na jednom dil¢im inter-
valu, povazujeme jej za divergentni na celém intervalu.
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