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Nevlastni integraly

Omezujici predpoklady Riemanova integralu:

B Integracni obor je koneCny uzavieny interval (a, b).
B Integrovand funkce f (x) je na tomto intervalu ohranicena.

Integrily definované za téchto predpokladl — tzv. vlastni integraly.

Tato omezeni 1ze jednoduchymi uvahami odstranit!



Nevlastni integral na neohraniceném intervalu

neboli integral nevlastni vlivem (neomezenosti) meze — nevlastni
integraly 1. druhu.

Uvazujme funkci f (x), definovanou na intervalu (a, +oo). Pfedpokla-
C

dejme, Ze V¢ € (a, +o0) existuje urcity integrdl [ f(x) dx. Pak mi-
a

zeme definovat funkci F' vztahem

Fo)= [ f)dr, c2a

Pojdme nyni neomezen€ zvétSovat horni mez ¢ a sledovat, jak se
chova veli¢ina F(c).



Integral jako funkce horni meze

y=fx)

F(c)




Interpretace obrazku

Velikost Sedé plochy je funk¢ni hodnota funkce F(c) tj. hodnota in-
C

tegrdlu [ f(x) dx. Pfi posouvdni meze ¢ — oo mohou nastat tyto
a

mozZnosti:

B velikost Sed€ plochy (tj. hodnota tohoto integralu) se blizi k néja-
kému konecnému Cislu L (tj. existuje kone¢na limita funkce F'(c))

B velikost plochy roste nade vSecky meze (tj. limita funkce F'(c) je
nevlastni)

B hodnota obsahu plochy neexistuje (tj. hodnota osciluje a limita
funkce F(c) vlibec neexistuje).



Definice nevlastniho integralu 1. druhu

DEF. Je-li funkce f (x) spojitd pro vSechna Cisla ¢ > a, pak integral
tvaru [ f(x) dx nazyvdme nevlastni integral prvniho druhu (na ne-

a
kone¢ném intervalu) a prifazujeme mu hodnotu rovnu limité

oo C
J fede= lim [ fo0de=L
Je-li L koneCné Cislo, fikame, Ze uvazovany nevlastni integral je kon-
vergentni, v opacném pripadé, tj. kdyz limita je nevlastni (tj. L = +
nebo L = —o ) nebo neexistuje, fikame, ze nevlastni integral je diver-
gentni.



Uloha 1: o
Vypoditejte nevlastni integral |
0

x2+1

C
d
F(c) = / a T = [arctg x](c) = arctg ¢ — arctg 0 = arctg c,
0

x2 +
: . TU
lim F(c) = lim arctgc = —
c—+00 c—+00

Z4vér: Zadany integral konverguje a plati
o
0 x2+1 -2

Zakreslete graf funkce y = arctg x, vySetrete omezenost a porov-
nejte s vysledkem.







x2+1

/2 —

arctg ¢l y = arctg x

§>arctgc — 1/2

i/

0 c — +00




Uloha 2: n
Vypotitejte nevlastni integral [ &
1

C

d

F(c) = / TX = [Inx]; =Inc—Inl1=Inc,
1

Im F(c) = lm Inc = +4o0.
c— 400 c—+00

Zaveér: Zadany integral diverguje.
+00 dx
[
pox

Zakreslete graf funkce y = In x, vySetrete omezenost a porovnejte
s vysledkem.
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[
3=
+=—

Inc

c > +00




Inct




Uloha 3: .
Vypoditejte nevlastni integrdl [ sinxdx
0

C
F(c) :/ sinx dx = [—cosx]g = —cosc+cos0O=1—cosc,
0

Iim F(c) = lim (1 —cosc) neexistuje.
c—> 100 c—> 100

Zavér: Zadany integral diverguje.

+ 00

f sin x dx neexistuje
0

Zakreslete graf funkce y = 1 — cosx, vySetirete omezenost a po-
rovnejte s vysledkem.



+ 00

| sinx dx neexistuje
0

I —cosc _
14 y =sinx

+
c — +o0 X
0 X%n

y=1—cosx

1 —cosct

1 —coscK:

0 n cl*—>—|—oo 27
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