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Nevlastní integrály
Omezující předpoklady Riemanova integrálu:

Integrační obor je konečný uzavřený interval ⟨𝑎, 𝑏⟩.
Integrovaná funkce 𝑓 (𝑥) je na tomto intervalu ohraničená.

Integrály definované za těchto předpokladů – tzv. vlastní integrály.

Tato omezení lze jednoduchými úvahami odstranit!



Nevlastní integrál na neohraničeném intervalu
neboli integrál nevlastní vlivem (neomezenosti) meze – nevlastní
integrály 1. druhu.

Uvažujme funkci 𝑓 (𝑥), definovanou na intervalu ⟨𝑎, +∞). Předpoklá-
dejme, že ∀𝑐 ∈ ⟨𝑎, +∞) existuje určitý integrál

𝑐
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 . Pak mů-
žeme definovat funkci 𝐹 vztahem

𝐹(𝑐) =
𝑐

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥, 𝑐 ≥ 𝑎 

Pojďme nyní neomezeně zvětšovat horní mez 𝑐 a sledovat, jak se
chová veličina 𝐹(𝑐).
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Obr. 4.1: Definice nevlastnı́ho integrálu na neohraničeném intervalu

Definice 4.1. Necht’ za uvedených předpokladů existuje lim
c→+∞

F(c) = I , I ∈ R. Pak

řekneme, že nevlastnı́ integrál
∫
+∞

a
f (x) dx konverguje a jeho hodnota je I . Tedy∫

+∞

a

f (x) dx = lim
c→+∞

F(c) = lim
c→+∞

∫ c

a

f (x) dx. (4.1)

V opačném přı́padě, tj. když lim
c→+∞

F(c) je nevlastnı́ nebo neexistuje, řı́káme, že nevlastnı́

integrál
∫
+∞

a
f (x) dx diverguje.

Situace je znázorněna na obr. 4.1. Šedá plocha znázorňuje hodnotu integrálu
∫ c
a
f (x) dx.

Hornı́ mez c pak neomezeně zvětšujeme a zajı́má nás, zda se hodnota tohoto integrálu
v závislosti na c blı́žı́ k nějakému konečnému čı́slu I (tj. zda existuje konečná limita), nebo
se nekonečně zvětšuje resp. zmenšuje (limita je ±∞), nebo osciluje (limita neexistuje).
V prvnı́m přı́padě řı́káme, že integrál konverguje (tj. má konečnou hodnotu, a to čı́slo I ),
ve zbývajı́cı́ch dvou přı́padech řı́káme, že integrál diverguje (nemá konečnou hodnotu).

+

Přı́klad 4.2. Vyšetřete následujı́cı́ nevlastnı́ integrály:

a)
∫
+∞

0

dx
x2 + 1

, b)
∫
+∞

1

dx
x
, c)

∫
+∞

0
sin x dx.

Řešenı́. Budeme postupovat podle definice 4.1. Nejprve najdeme vzorec pomocné funk-
ce F(c), která je funkcı́ hornı́ meze, a pak spočı́táme jejı́ limitu pro c→+∞.

a) Dostaneme

F(c) =

∫ c

0

dx
x2 + 1

=
[
arctg x

]c
0 = arctg c − arctg 0 = arctg c,

takže
lim

c→+∞
F(c) = lim

c→+∞
arctg c =

π

2
.



Interpretace obrázku

Velikost šedé plochy je funkční hodnota funkce 𝐹(𝑐) tj. hodnota in-
tegrálu

𝑐
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 . Při posouvání meze 𝑐 → ∞ mohou nastat tyto
možnosti:

velikost šedé plochy (tj. hodnota tohoto integrálu) se blíží k něja-
kému konečnému číslu 𝐿 (tj. existuje konečná limita funkce 𝐹(𝑐))
velikost plochy roste nade všecky meze (tj. limita funkce 𝐹(𝑐) je
nevlastní)
hodnota obsahu plochy neexistuje (tj. hodnota osciluje a limita
funkce 𝐹(𝑐) vůbec neexistuje).



Definice nevlastního integrálu 1. druhu
DEF. Je-li funkce 𝑓 (𝑥) spojitá pro všechna čísla 𝑐 ≥ 𝑎, pak integrál
tvaru

∞
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 nazýváme nevlastní integrál prvního druhu (na ne-
konečném intervalu) a přiřazujeme mu hodnotu rovnu limitě

∞
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 = lim𝑐→+∞

𝑐
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 = 𝐿

Je-li L konečné číslo, říkáme, že uvažovaný nevlastní integrál je kon-
vergentní, v opačném případě, tj. když limita je nevlastní (tj. L = +∞
nebo L = −∞ ) nebo neexistuje, říkáme, že nevlastní integrál je diver-
gentní.



Úloha 1:
Vypočítejte nevlastní integrál

+∞
∫
0

d𝑥
𝑥2+1
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Definice 4.1. Necht’ za uvedených předpokladů existuje lim
c→+∞

F(c) = I , I ∈ R. Pak

řekneme, že nevlastnı́ integrál
∫
+∞

a
f (x) dx konverguje a jeho hodnota je I . Tedy∫

+∞

a

f (x) dx = lim
c→+∞

F(c) = lim
c→+∞

∫ c

a

f (x) dx. (4.1)

V opačném přı́padě, tj. když lim
c→+∞

F(c) je nevlastnı́ nebo neexistuje, řı́káme, že nevlastnı́

integrál
∫
+∞

a
f (x) dx diverguje.

Situace je znázorněna na obr. 4.1. Šedá plocha znázorňuje hodnotu integrálu
∫ c
a
f (x) dx.

Hornı́ mez c pak neomezeně zvětšujeme a zajı́má nás, zda se hodnota tohoto integrálu
v závislosti na c blı́žı́ k nějakému konečnému čı́slu I (tj. zda existuje konečná limita), nebo
se nekonečně zvětšuje resp. zmenšuje (limita je ±∞), nebo osciluje (limita neexistuje).
V prvnı́m přı́padě řı́káme, že integrál konverguje (tj. má konečnou hodnotu, a to čı́slo I ),
ve zbývajı́cı́ch dvou přı́padech řı́káme, že integrál diverguje (nemá konečnou hodnotu).

+
Přı́klad 4.2. Vyšetřete následujı́cı́ nevlastnı́ integrály:

a)
∫
+∞

0

dx
x2 + 1

, b)
∫
+∞

1

dx
x
, c)

∫
+∞

0
sin x dx.

Řešenı́. Budeme postupovat podle definice 4.1. Nejprve najdeme vzorec pomocné funk-
ce F(c), která je funkcı́ hornı́ meze, a pak spočı́táme jejı́ limitu pro c→+∞.

a) Dostaneme

F(c) =

∫ c

0

dx
x2 + 1

=
[
arctg x

]c
0 = arctg c − arctg 0 = arctg c,

takže
lim

c→+∞
F(c) = lim

c→+∞
arctg c =

π

2
.

Závěr: Zadaný integrál konverguje a platí
+∞
∫
0

d𝑥
𝑥2 + 1

= 𝜋
2

Zakreslete graf funkce 𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 𝒙, vyšetřete omezenost a porov-
nejte s výsledkem.



+∞
∫
𝟎

𝐝𝒙
𝒙𝟐+𝟏 = 𝝅

𝟐
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Obr. 4.2

a vyšetřujeme limitu lim
c→−∞

G(c). Terminologie je stejná jako v definici 4.1. Tento integrál

značı́me ∫ b

−∞

f (x) dx.



+∞
∫
𝟎

𝐝𝒙
𝒙𝟐+𝟏 = 𝝅

𝟐
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a vyšetřujeme limitu lim
c→−∞

G(c). Terminologie je stejná jako v definici 4.1. Tento integrál

značı́me ∫ b

−∞

f (x) dx.



Úloha 2:
Vypočítejte nevlastní integrál

+∞
∫
1

d𝑥
𝑥
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Integrál tedy konverguje a platı́: ∫
+∞

0

dx
x2 + 1

=
π

2
.

b) Tentokrát je

F(c) =

∫ c

1

dx
x
=

[
ln x

]c
1 = ln c − ln 1 = ln c,

takže
lim

c→+∞
F(c) = lim

c→+∞
ln c = +∞.

Integrál tedy diverguje.
c) V tomto přı́padě je

F(c) =

∫ c

0
sin x dx =

[
− cos x

]c
0 = − cos c + cos 0 = 1− cos c,

takže
lim

c→+∞
F(c) = lim

c→+∞
(1− cos c) neexistuje.

Integrál tudı́ž rovněž diverguje.

Průběh funkcı́ f i F je znázorněn na obr. 4.2. V každé dvojici vždy hornı́ obrázek
znázorňuje integrand f , dolnı́ pak funkci F , která udává hodnotu určitého integrálu
z funkce f v závislosti na hornı́ mezi.

Obsah šedé plochy udává hodnotu integrálu
∫ c
a
f (x) dx. Všimněte si, že zatı́mco

v prvnı́ch dvou přı́kladech, kdy je integrand f kladná funkce, hodnota F(c) s rostoucı́m c

evidentně musı́ narůstat, ve třetı́m přı́kladě tomu tak nenı́.
Na obr. 4.2 a) je vidět, že s rostoucı́m c se hodnota F(c) = arctg c zvětšuje a blı́žı́ se

k čı́slu π/2, což je hodnota tohoto nevlastnı́ho integrálu.
Situace na obr. 4.2 b) je obdobná, avšak tentokrát hodnota F(c) = ln c neomezeně

roste nad všechny meze (i když velmi pomalu).
Na obr. 4.2 c) integrand f (x) = sin x měnı́ znaménko. V tomto přı́padě je tedy

veličina F(c) rovna rozdı́lu obsahu šedé plochy ležı́cı́ nad osou x a obsahu šedé plochy
ležı́cı́ pod osou x. Pro c = 0 je hodnota F(0) = 0 =

∫ 0
0 sin x dx. Pak tato hodnota narůstá

až do F(π) = 2 =
∫ π

0 sin x dx. Potom se začne zmenšovat, protože se bude odečı́tat
obsah plochy ležı́cı́ pod osou x. Klesá až na hodnotu F(2π) = 0 =

∫ 2π

0 sin x dx. Pak se
celý průběh opakuje. Tedy hodnota 1− cos c „osciluje“ pro c jdoucı́ do +∞. N

Naprosto analogicky se zavádı́ nevlastnı́ integrál na intervalu (−∞, b〉, kde b ∈ R.
Funkce f (x) musı́ být taková, aby pro každé c < b existoval určitý integrál

∫ b
c
f (x) dx.

Pak označı́me

G(c) =

∫ b

c

f (x) dx, c 5 b,

Závěr: Zadaný integrál diverguje.
+∞
∫
1

d𝑥
𝑥 = +∞

Zakreslete graf funkce 𝒚 = 𝐥𝐧 𝒙, vyšetřete omezenost a porovnejte
s výsledkem.



+∞
∫
𝟏

𝐝𝒙
𝒙 = +∞
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a vyšetřujeme limitu lim
c→−∞

G(c). Terminologie je stejná jako v definici 4.1. Tento integrál

značı́me ∫ b

−∞

f (x) dx.
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∫
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a vyšetřujeme limitu lim
c→−∞

G(c). Terminologie je stejná jako v definici 4.1. Tento integrál

značı́me ∫ b

−∞

f (x) dx.



Úloha 3:
Vypočítejte nevlastní integrál

+∞
∫
0

sin 𝑥 d𝑥
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Integrál tedy konverguje a platı́: ∫
+∞

0

dx
x2 + 1

=
π

2
.

b) Tentokrát je

F(c) =

∫ c

1

dx
x
=

[
ln x

]c
1 = ln c − ln 1 = ln c,

takže
lim

c→+∞
F(c) = lim

c→+∞
ln c = +∞.

Integrál tedy diverguje.
c) V tomto přı́padě je

F(c) =

∫ c

0
sin x dx =

[
− cos x

]c
0 = − cos c + cos 0 = 1− cos c,

takže
lim

c→+∞
F(c) = lim

c→+∞
(1− cos c) neexistuje.

Integrál tudı́ž rovněž diverguje.

Průběh funkcı́ f i F je znázorněn na obr. 4.2. V každé dvojici vždy hornı́ obrázek
znázorňuje integrand f , dolnı́ pak funkci F , která udává hodnotu určitého integrálu
z funkce f v závislosti na hornı́ mezi.

Obsah šedé plochy udává hodnotu integrálu
∫ c
a
f (x) dx. Všimněte si, že zatı́mco

v prvnı́ch dvou přı́kladech, kdy je integrand f kladná funkce, hodnota F(c) s rostoucı́m c

evidentně musı́ narůstat, ve třetı́m přı́kladě tomu tak nenı́.
Na obr. 4.2 a) je vidět, že s rostoucı́m c se hodnota F(c) = arctg c zvětšuje a blı́žı́ se

k čı́slu π/2, což je hodnota tohoto nevlastnı́ho integrálu.
Situace na obr. 4.2 b) je obdobná, avšak tentokrát hodnota F(c) = ln c neomezeně

roste nad všechny meze (i když velmi pomalu).
Na obr. 4.2 c) integrand f (x) = sin x měnı́ znaménko. V tomto přı́padě je tedy

veličina F(c) rovna rozdı́lu obsahu šedé plochy ležı́cı́ nad osou x a obsahu šedé plochy
ležı́cı́ pod osou x. Pro c = 0 je hodnota F(0) = 0 =

∫ 0
0 sin x dx. Pak tato hodnota narůstá

až do F(π) = 2 =
∫ π

0 sin x dx. Potom se začne zmenšovat, protože se bude odečı́tat
obsah plochy ležı́cı́ pod osou x. Klesá až na hodnotu F(2π) = 0 =

∫ 2π

0 sin x dx. Pak se
celý průběh opakuje. Tedy hodnota 1− cos c „osciluje“ pro c jdoucı́ do +∞. N

Naprosto analogicky se zavádı́ nevlastnı́ integrál na intervalu (−∞, b〉, kde b ∈ R.
Funkce f (x) musı́ být taková, aby pro každé c < b existoval určitý integrál

∫ b
c
f (x) dx.

Pak označı́me

G(c) =

∫ b

c

f (x) dx, c 5 b,

Závěr: Zadaný integrál diverguje.
+∞
∫
0

sin 𝑥 d𝑥 𝑛𝑒𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑢𝑗𝑒

Zakreslete graf funkce 𝒚 = 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙, vyšetřete omezenost a po-
rovnejte s výsledkem.



+∞
∫
𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐝𝒙 neexistuje
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a vyšetřujeme limitu lim
c→−∞

G(c). Terminologie je stejná jako v definici 4.1. Tento integrál

značı́me ∫ b

−∞

f (x) dx.
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