
 

Vzdělávací materiál 
vytvořený v projektu OP VK 

Název školy: Gymnázium, Zábřeh, náměstí Osvobození 20 

Číslo projektu: CZ.1.07/1.5.00/34.0211 

Název projektu: Zlepšení podmínek pro výuku na gymnáziu 

Číslo a název klíčové aktivity: III/2 - Inovace a zkvalitnění výuky prostřednictvím ICT 



Anotace
Název tematické oblasti: Integrální počet

Název učebního materiálu: Povrch rotačního tělesa

Číslo učebního materiálu: VY_32_INOVACE_M0317

Vyučovací předmět: Matematika

Ročník: 4. ročník vyššího gymnázia

Autor: Jaroslav Hajtmar

Datum vytvoření: 17.2.2014

Datum ověření ve výuce: 17.3.2014

Druh učebního materiálu: prezentace

Očekávaný výstup: Student si dělá poznámky k probíranému tématu
a průběžně řeší předkládané úlohy

Metodické poznámky: Materiál – prezentace – je určen jako osnova výkladu
nového učiva resp. pro účely opakování



Povrch rotačního tělesa

Jaroslav Hajtmar

17.2.2014



Povrch rotačního tělesa
Princip:

Řezy kolmými na osu rozřežeme těleso na „plátky“. Tentokrát
nás zajímá „slupka“ jednotlivých plátků.
Každý plátek můžeme aproximovat pláštěm jistého komolého ku-
žele. Plášť vytvoří úsečka Δ𝑠𝑖, rotující kolem osy 𝑜𝑥.
Aproximace povrchu pláště tělesa závisí na charakteru funkce
a na počtu vepsaných komolých kuželů.
Postupně zjemňujeme dělení intervalu – aproximace se zvětšuje.
Obsah každého „plošného elementu“ je kladné reálné číslo.
Plošné elementy (kladná čísla jako v případě aproximace obsahů
ploch) sečteme pomocí určitého integrálu.



Rozřežeme rotační těleso na „plátky“

3.6 Aplikace určitého integrálu 143

a pro jejı́ délku bude platit (za předpokladu existence spojitých derivacı́ ϕ′(t), ψ ′(t)
a ω′(t))

m1(K) =

∫ β

α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 + [ω′(t)]2 dt.

2. Při fyzikálnı́ interpretaci, kdy rovnice (3.23) popisujı́ polohu hmotného bodu, má
(ϕ′(t), ψ ′(t)) význam vektoru okamžité rychlosti v čase t . Z analytické geometrie
vı́me, že

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 je velikost tohoto vektoru. Vzorec (3.24) tudı́ž vyja-

dřuje, že určitý integrál z velikosti okamžité rychlosti přes interval 〈α, β〉 udává dráhu,
kterou tento bod urazı́ od časového okamžiku α do časového okamžiku β. Totéž platı́
v přı́padě prostorové křivky.

3. Integrál pro výpočet délky křivky obsahuje odmocninu. Proto i pro velmi jednoduché
funkce se často stane, že neumı́me přı́slušný neurčitý integrál spočı́tat pomocı́ elemen-
tárnı́ch funkcı́. Pak nezbývá než použı́t nějakou přibližnou metodu — viz kapitola 5. To
je např. přı́pad elipsy, kdy lze ukázat, že jejı́ délka je vyjádřena pomocı́ tzv. eliptického
integrálu — viz str. 80.

Objem rotačnı́ho tělesa a obsah pláště rotačnı́ho tělesa

Uvažujme spojitou nezápornou funkci f (x), která je definovaná na intervalu 〈a, b〉. Ta
nám určı́ křivočarý obdélnı́k (podgraf funkce f )

P = {(x, y) ∈ R2
| a 5 x 5 b, 0 5 y 5 f (x)}. (3.25)

Jeho rotacı́ kolem osy x vznikne rotačnı́ těleso V — viz obr. 3.21. Povrch tohoto tělesa je
tvořen pláštěm Q a dvěma postrannı́mi kruhy. Našı́m cı́lem je vypočı́tat objem rotačnı́ho
tělesa V a obsah jeho pláště Q.
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Obr. 3.21: Rotačnı́ těleso



Rotace křivočarého lichoběžníka kolem 𝒐𝒙

Matematika II  3.3  Objem rotačního tělesa 

3.3. Objem rotačního tělesa 

Cíle 

Seznámíte se s další aplikací určitého integrálu – výpočtem objemu rotačního tělesa.  

Předpokládané znalosti 

Předpokládáme, že jste si prostudovali zavedení pojmu určitý integrál (kapitola 2.1). Dále 

předpokládáme, že znáte základní metody výpočtu určitého integrálu.  

Výklad 

Uvažujme křivočarý lichoběžník ohraničený shora grafem nezáporné funkce ( )f x , 

přímkami x a= , x b=  a osou x. Rotací tohoto křivočarého lichoběžníka kolem osy x vznikne 

rotační těleso. Naším cílem bude vypočítat objem tohoto tělesa. 

 

Obr. 3.3.1. Rotace křivočarého lichoběžníka 

Budeme postupovat analogicky jako při zavedení Riemannova určitého integrálu (kap. 

2.1). Řezy kolmými na osu x rozdělíme rotační těleso na n tenkých plátků tloušťky xΔ  

(můžete si představit, že těleso krájíte na kráječi jako šunku).  

 

Obr. 3.3.2. Rozřezání tělesa na tenké plátky 
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Povrchový element

Matematika II  3.4.  Obsah pláště rotačního tělesa 

3.4. Obsah pláště rotačního tělesa 

Cíle 

Seznámíte se s další aplikací určitého integrálu – výpočtem obsahu pláště rotačního 

tělesa.  

Předpokládané znalosti 

Předpokládáme, že jste si prostudovali zavedení pojmu určitý integrál (kapitola 2.1). Dále 

předpokládáme, že znáte základní metody výpočtu určitého integrálu. Budeme také 

používat vztahy pro výpočet délky oblouku křivky (kapitola 3.2). 

Výklad 

Uvažujme nezápornou funkci ( )f x na intervalu ,a b< > . Naším úkolem bude vypočítat 

obsah pláště rotačního tělesa, které vznikne rotací grafu této funkce kolem osy x (obr.3.4.1). 

 

Obr. 3.4.1. Rotace křivky kolem osy x 

Budeme postupovat analogicky jako při výpočtu objemu rotačního tělesa (kap. 3.3). Řezy 

kolmými na osu x rozdělíme rotační těleso na n tenkých plátků. (Opět si můžete představit, že 

těleso krájíte na kráječi jako šunku. Tentokrát nás zajímá slupka jednotlivých plátků.)  

 

Obr. 3.4.2. Rozřezání tělesa na tenké plátky 
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Povrchový element:
Komolý kužel o poloměru podstavy 𝑓 (𝜉𝑖), výšce Δ𝑥𝑖 a straně Δ𝑠𝑖.

Povrch pláště – povrchového elementu je:
Δ𝑆𝑖 ≈ 2𝜋 ⋅ 𝑓 (𝜉𝑖) ⋅ Δ𝑠𝑖

Povrch pláště celého tělesa
Přibližně roven součtu povrchů plátků (komolých kuželů) tj:

𝑆  ≈
𝑛

∑
𝑖=1

Δ𝑆𝑖 =
𝑛

∑
𝑖=1

2𝜋 ⋅ 𝑓 (𝜉𝑖) ⋅ Δ𝑠𝑖

Zjemňujme dělení
Čím bude dělení intervalu jemnější, tím méně se bude součet povrchů
plátků lišit od povrchu pláště daného tělesa.

Povrch pláště definujeme jako limitu tohoto součtu pro 𝒏 → ∞
tj. 𝞓𝒔𝒊 → 𝟬.



Klademe tedy:

𝑆 = 2𝜋
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑠

Délkový element 𝐝𝒔 :
Z kapitoly o délce křivky víme, že pro element délky křivky d𝑠 platí:

d𝑠 = √(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2 = √1 + (𝑑𝑦
𝑑𝑥)

2
d𝑥 = √1 + [𝑓 ′(𝑥)]2 d𝑥

Dosazením do předchozího vzorce dostaneme:

𝑆 = 2𝜋
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥)√1 + [𝑓 ′(𝑥)]2 d𝑥



Povrch pláště rotačního tělesa
Nechť je funkce 𝑓 (𝑥) spojitá a nezáporná na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ a má zde
spojitou derivaci 𝑓 ′(𝑥). Pak pro obsah rotační plochy vzniklé rotací
oblouku křivky 𝑓 : 𝑦 = 𝑓 (𝑥) kolem osy 𝑜𝑥 platí:

𝑆 = 2𝜋
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥)√1 + [𝑓 ′(𝑥)]2 d𝑥

POZN: Pokud chceme spočítat povrch celého rotačního tělesa, mu-
síme přičíst k ploše pláště ještě obsahy dvou kruhů, které tvoří po-
myslné podstavy rotačních těles. Kruhy mají poloměry 𝑓 (𝑎) a 𝑓 (𝑏),
kde 𝑎, 𝑏 jsou integrační meze.
Podstavy tak mají obsahy 𝑆1 = 𝜋𝑓 2(𝑎), 𝑆2 = 𝜋𝑓 2(𝑏).



Odvození základních vzorců
Úloha:
Ověřte základní vzorec pro povrch kužele s podstavou o poloměru 𝑟
a výškou 𝑣.

Návod: Umístěte do souřadné soustavy vhodně přímku, jejíž rotací
kolem osy 𝑜𝑥 na jistém intervalu vznikne požadovaný kužel a ná-
sledně určete jeho povrch.



Úloha:
Ověřte základní vzorec pro povrch koule o poloměru 𝑟 .

Návod: Umístěte do souřadné soustavy vhodně kružnici, jejíž rotací
kolem osy 𝑜𝑥 na jistém intervalu vznikne požadovaná koule.
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