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Délka oblouku křivky
Princip:

Nahrazení křivky lomenou čarou
Aproximace délky křivky závisí na charakteru funkce a na počtu aproximačních úseček.
Postupně zjemňujeme dělení intervalu – aproximace úsečkami se zvětšuje.
Délka každého „délkového elementu“ je kladné reálné číslo.
Délkové elementy (kladná čísla) sečteme pomocí určitého integrálu.

 - 158 - 

Matematika II  3.2.  Délka oblouku křivky 

3.2. Délka oblouku křivky 

Cíle 

Seznámíte se s další aplikací určitého integrálu – výpočtem délky křivky.  

Předpokládané znalosti 

Předpokládáme, že jste si prostudovali zavedení pojmu určitý integrál (kapitola 2.1). Dále 

předpokládáme, že znáte základní metody výpočtu určitého integrálu. Budeme také 

používat parametrické rovnice křivky. 

Výklad 

Mějme část rovinné křivky dané rovnicí ( )y f x=  pro a x b≤ ≤  (obr. 3.2.1). Zajímá nás, 

jaká je délka této křivky. 

Předpokládejme, že jsou funkce  a její derivace ( )f x ( )f x′  spojité na intervalu . 

Budeme postupovat analogicky jako při zavedení Riemannova určitého integrálu (kap. 2.1). 

Křivku nahradíme lomenou čarou, která se bude skládat z n úseček (obr. 3.2.1). 

Z Pythagorovy věty bude délka i – té úsečky rovna 

,a b< >

2( ) ( )i i is x y∆ = ∆ + ∆ 2 .  Norma dělení bude 
1,...,

( ) maxn i
i n

D xν
=

= ∆ . 

Délka celé křivky bude přibližně rovna součtu délek jednotlivých úseček: 

1

n
i

i
s s

=
≈ ∆∑ . 

 

Obr. 3.2.1. Aproximace křivky ( )y f x=  lomenou čarou  
Délkový element:
Úsečka – přepona pravoúhlého trojúhelníka s odvědnami Δ𝑥𝑖 a Δ𝑦𝑖

Délka elementu je:
Δ𝑠𝑖 = √(Δ𝑥𝑖)2 + (Δ𝑦𝑖)2

Délka celé křivky (na daném intervalu):
Přibližně roven součtu délek jednotlivých úseček tj:

𝑠  ≈
𝑛

∑
𝑖=1

Δ𝑠𝑖

Zjemňujme dělení
Čím bude dělení intervalu jemnější, tím se bude součet délek úseček lišit od délky celé křivky.

Délku definujeme jako limitu tohoto součtu. Pro 𝒏 → ∞ a normu dělení 𝝂(𝑫𝒏) → 𝟬 bude Δ𝑥 → 𝑑𝑥 a Δ𝑦 → 𝑑𝑦.
Dále si uvědomíme, že 𝑓 ′(𝑥) = 𝑑𝑦

𝑑𝑥
Pro uvažovanou délku dostaneme:

𝑠 =
𝑏

∫
𝑎

√(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2

a odtud:
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Je zřejmé, že pro zvětšující se počet dílčích úseček budeme dostávat přesnější aproximaci 

délky oblouku křivky. Pro  a normu dělení n →∞ ( ) 0nDν →  bude x dx∆ → y dy∆ →,  a pro 

délku uvažované křivky dostaneme: 

2 2( ) ( )
b

a
s dx dy= +∫ . 

Jelikož ( ) dyf x
dx

′ =  (Matematika I, část II, kapitola 3.6), snadno vztah upravíme na tvar 

[ ]
22 22 2

2
( )( ) ( ) 1  1  1 ( )
( )

b b b b

a a a a

dy dys dx dy dx dx f x
dxdx

⎛ ⎞ ′= + = + = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫  dx . 

Věta 3.2.1.  

Nechť je funkce  definovaná na intervalu ( )f x ,a b< >  a má zde spojitou derivaci. Pak 

délka této křivky 

  [ ]21 ( )  
b

a
s f x′= +∫ dx . 

Křivka nemusí být vždy zadána explicitní funkcí ( )y f x= , může být dána rovněž 

parametrickými rovnicemi 

( )x tϕ= ,   ( )y tψ= ,   ,t α β∈< > . 

Křivku si můžeme představit jako trajektorii, kterou urazí bod, který se v čase spojitě 

pohybuje v rovině. Spojité funkce ( )tϕ  a ( )tψ  udávají x-ovou a y-ovou souřadnici 

pohybujícího se bodu. Délka takové křivky je z fyzikálního hlediska vlastně dráha, kterou bod 

urazí od okamžiku α  do okamžiku β .  

Věta 3.2.2. 

Nechť je křivka dána parametrickými rovnicemi ( )x tϕ= , ( )y tψ= , ,t α β∈< > , přičemž 

funkce ( )tϕ  a ( )tψ  mají spojité derivace na intervalu ,α β< > . Pak je délka této křivky 

  [ ] [ ]2 2( ) ( )  s t t dt
β

α
ϕ ψ′ ′= +∫ . 
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Délka oblouku křivky
Nechť je funkce 𝑓 (𝑥) definovaná na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ a má zde spojitou derivaci. Pak délka této křivky je:

𝑠 =
𝑏

∫
𝑎

√1 + [𝑓 ′(𝑥)]2 d𝑥

Úloha:
Vypočtěte délku oblouku křivky 𝑦 = 𝑥√𝑥 na intervalu ⟨0, 1⟩.

√1 + 𝑦´2 = √1 + 9
4𝑥

Nyní pro délku křivky platí:

𝑙 =
1

∫
0

√1 + 9
4𝑥 d𝑥 = 4

9

1 3
4

∫
1

√𝑡 d𝑡 = 4
9 ⋅ 2

3 ⋅ [𝑡
3
2 ]

1 3
4

1
= 8

27 ⋅ (13
8

√13 − 1)

Podle předchozího návodu vypočítejte délky křivek:

Úloha 1. Určete délku řetězovky na intervalu ⟨0, 3⟩. Řetězovka je křivka určená funkcí 𝑓 : 𝑦 = 𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2

Úloha 2. 𝑓 : 𝑦 = ln 𝑥, 𝑥 ∈ ⟨√3, √8⟩



Úloha 3. 𝑓 : 𝑦 = arcsin 𝑥 + √1 − 𝑥2, 𝑥 ∈ ⟨−1, 1⟩

Úloha 4. 𝑓 : 𝑦 = 𝑥2

4 + ln 𝑥
2 , 𝑥 ∈ ⟨1, 𝑒⟩

Úloha 5. 𝑓 : 𝑦 = ln (1 − 𝑥2), 𝑥 ∈ ⟨0, 1
2 ⟩



Úloha 6. 𝑓 : 𝑦 = 1 − ln cos 𝑥, 𝑥 ∈ ⟨0, 𝜋
4 ⟩



Výsledky úloh
1. 1

2 (𝑒3 − 1
𝑒3 )

2. 1 + 1
2 ln 3

2
3. 4
4. 𝑒2−1

4
5. 2 ln 3 − 1

2
6. ln tg 3𝜋

8
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