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Objem rotačního tělesa
Princip:

Rozřežeme těleso na „plátky“ a ty pak nahradíme vepsanými
nebo opsanými válečky.
Aproximace objemu tělesa závisí na charakteru funkce a na počtu
vepsaných či opsaných válečků.
Postupně zjemňujeme dělení intervalu – aproximace vepsanými
válečky se zvětšuje, opsanými válečky se zmenšuje.
Objem každého „objemového elementu“ je kladné reálné číslo.
Objemové elementy (kladná čísla jako v případě aproximace ob-
sahů ploch) sečteme pomocí určitého integrálu.



Rozřežeme rotační těleso na „plátky“
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a pro jejı́ délku bude platit (za předpokladu existence spojitých derivacı́ ϕ′(t), ψ ′(t)
a ω′(t))

m1(K) =

∫ β

α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 + [ω′(t)]2 dt.

2. Při fyzikálnı́ interpretaci, kdy rovnice (3.23) popisujı́ polohu hmotného bodu, má
(ϕ′(t), ψ ′(t)) význam vektoru okamžité rychlosti v čase t . Z analytické geometrie
vı́me, že

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ ′(t)]2 je velikost tohoto vektoru. Vzorec (3.24) tudı́ž vyja-

dřuje, že určitý integrál z velikosti okamžité rychlosti přes interval 〈α, β〉 udává dráhu,
kterou tento bod urazı́ od časového okamžiku α do časového okamžiku β. Totéž platı́
v přı́padě prostorové křivky.

3. Integrál pro výpočet délky křivky obsahuje odmocninu. Proto i pro velmi jednoduché
funkce se často stane, že neumı́me přı́slušný neurčitý integrál spočı́tat pomocı́ elemen-
tárnı́ch funkcı́. Pak nezbývá než použı́t nějakou přibližnou metodu — viz kapitola 5. To
je např. přı́pad elipsy, kdy lze ukázat, že jejı́ délka je vyjádřena pomocı́ tzv. eliptického
integrálu — viz str. 80.

Objem rotačnı́ho tělesa a obsah pláště rotačnı́ho tělesa

Uvažujme spojitou nezápornou funkci f (x), která je definovaná na intervalu 〈a, b〉. Ta
nám určı́ křivočarý obdélnı́k (podgraf funkce f )

P = {(x, y) ∈ R2
| a 5 x 5 b, 0 5 y 5 f (x)}. (3.25)

Jeho rotacı́ kolem osy x vznikne rotačnı́ těleso V — viz obr. 3.21. Povrch tohoto tělesa je
tvořen pláštěm Q a dvěma postrannı́mi kruhy. Našı́m cı́lem je vypočı́tat objem rotačnı́ho
tělesa V a obsah jeho pláště Q.
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Obr. 3.21: Rotačnı́ těleso



Objemový element

Matematika II  3.3  Objem rotačního tělesa 

3.3. Objem rotačního tělesa 

Cíle 

Seznámíte se s další aplikací určitého integrálu – výpočtem objemu rotačního tělesa.  

Předpokládané znalosti 

Předpokládáme, že jste si prostudovali zavedení pojmu určitý integrál (kapitola 2.1). Dále 

předpokládáme, že znáte základní metody výpočtu určitého integrálu.  

Výklad 

Uvažujme křivočarý lichoběžník ohraničený shora grafem nezáporné funkce ( )f x , 

přímkami x a= , x b=  a osou x. Rotací tohoto křivočarého lichoběžníka kolem osy x vznikne 

rotační těleso. Naším cílem bude vypočítat objem tohoto tělesa. 

 

Obr. 3.3.1. Rotace křivočarého lichoběžníka 

Budeme postupovat analogicky jako při zavedení Riemannova určitého integrálu (kap. 

2.1). Řezy kolmými na osu x rozdělíme rotační těleso na n tenkých plátků tloušťky xΔ  

(můžete si představit, že těleso krájíte na kráječi jako šunku).  

 

Obr. 3.3.2. Rozřezání tělesa na tenké plátky 
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Objemový element:
Váleček o poloměru podstavy 𝑓 (𝜉𝑖) a výšce Δ𝑥𝑖

Objem elementu je:
Δ𝑉𝑖 = 𝜋 ⋅ 𝑓 2(𝜉𝑖) ⋅ Δ𝑥𝑖

Objem celého tělesa
Přibližně roven součtu objemů jednotlivých plátků (válečků) tj:

𝑉 ≈
𝑛

∑
𝑖=1

Δ𝑉𝑖 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜋 ⋅ 𝑓 2(𝜉𝑖) ⋅ Δ𝑥𝑖

Zjemňujme dělení
Čím bude dělení intervalu jemnější, tím méně se bude součet objemů
plátků lišit od objemu daného tělesa.

Objem definujeme jako limitu tohoto součtu pro 𝒏 → ∞, když
zároveň všechny délky Δ𝒙𝒊 → 𝟎



Rotace křivočarého lichoběžníka kolem 𝒐𝒙
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Objem rotačního tělesa
Nechť je funkce 𝑓 (𝑥) spojitá a nezáporná na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩. Pak ro-
tační těleso, které vznikne rotací křivočarého lichoběžníka ohraniče-
ného shora grafem funkce 𝑓 (𝑥), zleva přímkou 𝑥 = 𝑎, zprava přímkou
𝑥 = 𝑏 a zdola osou 𝑜𝑥, kolem osy 𝑜𝑥, má objem:

𝑉 = 𝜋
𝑏

∫
𝑎

𝑓 2(𝑥) d𝑥

3.6 Aplikace určitého integrálu 143
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Obr. 3.21: Rotačnı́ těleso



Odvození základních vzorců
Úloha:
Ověřte základní vzorec pro objem kužele s podstavou o poloměru 𝑟
a výškou 𝑣.
Návod: Umístěte do souřadné soustavy vhodně přímku, jejíž rotací
kolem osy 𝑜𝑥 na jistém intervalu vznikne požadovaný kužel.

Matematika II  3.3  Objem rotačního tělesa 

Věta 3.3.2. 

Nechť funkce f  je dána parametrickými rovnicemi ( )x tϕ= , ( )y tψ= , ,t α β∈< > , 

přičemž funkce ( )tϕ má spojitou derivaci na intervalu ,α β< >  a funkce ( )tψ  je spojitá a 

nezáporná na intervalu ,α β< > . Pak pro objem rotačního tělesa, které vznikne rotací 

elementární oblasti 

( ) ( )xϕ α ϕ≤ ≤ β , 

0 ( )y tψ≤ ≤ , 

kolem osy x, platí    2 ( ) ( )V t t dt
β

α
ψ ϕ′= ∫ . 

 

Řešené úlohy  

Příklad  3.3.1.   Ověřte vzorec pro výpočet objemu kuželu s poloměrem podstavy r  

a výškou v. 

Řešení:   

Vrchol kuželu umístíme do počátku souřadné soustavy tak, aby osa kužele splývala 

s osou x. Plášť kužele vznikne rotací přímky ry
v

= x  kolem osy x pro 0,x v∈< >   

(obr. 3.3.3). 

   Obr. 3.3.3. Objem kužele 

Dosazením do vztahu z věty 3.3.1 dostaneme 

2 2 2 3
2 2

2 2
0 0 0

1
3 3

vv vr r r xV x dx x dx
v v v

π π π
⎡ ⎤⎛ ⎞= = = =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ r vπ , 

což je vztah, který znáte z geometrie. 
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Úloha:
Ověřte základní vzorec pro objem koule o poloměru 𝑟 .
Návod: Umístěte do souřadné soustavy vhodně kružnici, jejíž rotací
kolem osy 𝑜𝑥 na jistém intervalu vznikne požadovaná koule.

Matematika II  3.3  Objem rotačního tělesa 

Příklad  3.3.2.   Odvoďte vztah pro výpočet objemu koule o poloměru . 0r >

Řešení:   

Rovnice kružnice se středem v počátku a poloměrem r je 2 2 2x y r+ = . Odtud 

2 2y r x= ± − , přičemž ,x r r∈< − > . Rotací horní půlkružnice 2 2y r x= + −  

dostaneme plášť koule.  

   Obr. 3.3.4. Objem koule 

Pro její objem bude platit 

( ) ( )
32

2 2 2 2 2 2 2

0 0

2 2
3

rr r r

r r

xV r x dx r x dx r x dx r xπ π π π
− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= − = − = − = − =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  

3
3 342

3 3
rr rπ π

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Poznámka 

Při výpočtu jsme využili skutečnosti, že funkce (  je sudá. Podle věty 2.4.2 bude 2 2)r x−

integrál s mezemi < −  roven dvojnásobku integrálu s mezemi ,r r > 0, r< > . Je to logické, 

neboť objem celé koule se rovná dvojnásobku objemu polokoule. 

Pro výpočet objemu koule můžeme také využít parametrické rovnice horní půlkružnice: 

cosx r t= , 

siny r t= ,   0,t π∈< >   (viz příklad 3.2.2). 

Jelikož ( ) ( cos ) sint r t r tϕ′ ′= = − , dostaneme po dosazení do vztahu z věty 3.3.2  

2 2 3 3 3 2

0 0 0

substituce
cos

sin sin sin (1 cos )sin
sin

0 1,  1

t u
V r t r t dt r t dt r t t dt

t dt du

π π π
π π π

π

=
= = = − =

− =
−

∫ ∫ ∫ =  
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Úloha:
Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotací oblasti ohraničené křiv-
kami 𝑦 = 𝑥2 a 𝑦 = 2 − 𝑥2 kolem osy 𝑜𝑥.

Matematika II  3.3  Objem rotačního tělesa 

11 1 3
3 2 3 2 3

1 0 0

4( 1)(1 ) 2 (1 ) 2
3 3

ur u du r u du r u r3π π π
− ⎡ ⎤

= − − = − = − =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ π . 

Příklad  3.3.3.   Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotací oblasti ohraničené křivkami 

2y x=  a  kolem osy x. 22y = − x

Řešení:   

Oblast je ohraničená dvěma parabolami, viz. obr. 3.3.5. 

   Obr. 3.3.5. Oblast z příkladu 3.3.3 

Křivky 2( ) 2f x x= −  a  se protínají v bodech 2( )g x x= 1 1x = −  a . 2 1x =

Hledaný objem dostaneme, když od objemu tělesa, jehož plášť vznikne rotací křivky 

2( ) 2f x = − x  kolem osy x pro , odečteme objem tělesa, které vznikne rotací 

obrazce pod křivkou  na stejném intervalu (obr. 3.3.6). 

1,1x∈< − >

2( )g x x=

 

 V = ( )
1 22

1
2 x dxπ

−

−∫  - ( )
1 22

1
x dxπ

−
∫  

Obr. 3.3.6. Odečtení objemů dvou těles 

Pro objem rotačního tělesa, které vznikne rotací oblasti ohraničené křivkami  a 

 kolem osy x, dostaneme: 

2y x=

22y = − x
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Odečtením objemů získáme požadované těleso

Matematika II  3.3  Objem rotačního tělesa 
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Výpočet objemu

Matematika II  3.3  Objem rotačního tělesa 

1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
( ) ( ) (2 ) ( ) (2 ) ( )

b b

a a
V f x dx g x dx x dx x dx x x dxπ π π π π

− − −

⎡ ⎤= − = − − = − −⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =

1

0

 

1 1 1
2 4 4 2 2 2

1 1 1
(4 4 ) (4 4 ) 4 (1 ) 8 (1 )x x x dx x dx x dx x dxπ π π π

− − −

⎡ ⎤= − + − = − = − = −⎣ ⎦∫ ∫ ∫ =∫  

13

0

1 168 8 1
3 3
xx

3
π π π
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Poznámka 

Upozornění! 

Pro výpočet objemu rotačního tělesa, které vznikne rotací oblasti ohraničené křivkami 

( ) ( )g x f x≤  kolem osy x pro ,x a b∈< > , použijeme vztah 

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
V f x dx g x dx f x g x dxπ π π ⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦∫ ∫ ∫ . 

Často se setkáváme s chybou, kdy je umocněn rozdíl funkcí.  

Vztah  V f    je evidentně nesprávný! [ 2( ) ( )
b

a
]x g x dxπ= −∫

Příklad  3.3.4.   Vypočtěte objem rotačního anuloidu. 

Řešení:   

Anuloid (torus), viz obr. 3.3.7, je těleso vytvořené rotací kruhu kolem přímky ležící v 

rovině tohoto kruhu a neprotínající kruh. 

   Obr. 3.3.7. Anuloid 
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