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Aplikace určitého integrálu
Využití určitého integrálu je velmi široké.
Náš zájem bude zahrnovat:

Výpočet obsahu plochy
Výpočet objemu rotačního tělesa
Výpočet délky křivky
Výpočet povrchu rotačního tělesa

Všeobecný postup při řešení geometrických úloh:
Převod řešení na výpočet určitého integrálu.
Výpočet určitého integrálu.
Geometrická interpretace výsledku.



Převod řešení na výpočet určitého integrálu
136 Určitý integrál
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Obr. 3.15: Výpočet obsahu množiny

použili, aby nám připomı́nalo slovo „mı́ra“. Musı́me však ještě rozlišit, zda jde o délku,
obsah nebo objem. K tomu použijeme index, který odpovı́dá tomu, v jakých jednotkách
(délkových, plošných, objemových) se daná veličina měřı́. Tedy m1(A) bude značit délku,
m2(A) obsah a m3(A) objem množiny A (samozřejmě pokud má přı́slušná veličina pro
danou množinuA rozumný smysl — u křivek budeme počı́tat délku, u ploch obsah a u těles
objem; avšak co je to křivka, plocha resp. těleso chápeme pouze intuitivně, přesné definice
nemáme k dispozici).

Obsah rovinné množiny

Výpočet obsahu rovinné množiny jako speciálnı́ho přı́padu plochy patřı́ k nejdůležitějšı́m
aplikacı́m určitého integrálu. Použili jsme ho také jako hlavnı́ motivaci.

Necht’ f (x) je nezáporná funkce definovaná na ohraničeném uzavřeném intervalu
〈a, b〉. Množina v rovině definovaná vztahem

A = {(x, y) ∈ R2
| a 5 x 5 b, 0 5 y 5 f (x)}

se obvykle nazývá podgrafem funkce f (x) na intervalu 〈a, b〉. Vlastně jde o množinu
bodů v rovině, která je ohraničená osou x, rovnoběžkami s osou y o rovnicı́ch x = a

a x = b a grafem funkce f (x). Funkce nemusı́ být spojitá — viz obr. 3.15 a).

Věta 3.32. Necht’ funkce f (x) je integrovatelná na intervalu 〈a, b〉 a je zde nezáporná.
Pak pro obsah množiny A platı́:

m2(A) =

∫ b

a

f (x) dx. (3.19)



Obsah křivočarého lichoběžníka
Nechť je funkce 𝑓 (𝑥) na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ integrovatelná a nabývá pouze
nezáporných hodnot. Pak pro obsah tzv. křivočarého lichoběžníka
ohraničeného shora grafem funkce 𝑓 (𝑥), zleva přímkou 𝑥 = 𝑎, zprava
přímkou 𝑥 = 𝑏 a zdola osou 𝑜𝑥 platí:

𝑃 =
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥

Matematika II  3.1.  Obsah rovinné oblasti 

Předpokládané znalosti 

Předpokládáme, že jste si prostudovali zavedení pojmu určitý integrál (kapitola 2.1), kde 

je výpočet obsahu křivočarého lichoběžníka užitý jako motivace zavedení určitého 

integrálu. Dále předpokládáme, že znáte základní metody výpočtu určitého integrálu. 

Výklad 

Věta 3.1.1.  

Nechť je funkce ( )f x  integrovatelná na intervalu ,a b< >  a je na něm nezáporná. Pak 

pro obsah křivočarého lichoběžníka ohraničeného shora grafem funkce ( )f x , přímkami 

x a= , x b=  a osou x platí 

  . ( )
b

a
P f x d= ∫ x

Důkaz:   

Tvrzení plyne z definice Riemannova určitého integrálu (definice 2.1.2). 

   

Obr. 3.1.1. Obsah křivočarého lichoběžníka pro nezápornou funkci  ( ) ( ) 0f x ≥

Uvedený vztah pro obsah křivočarého lichoběžníka platí pro nezápornou funkci ( )f x  

na intervalu . Z definice určitého integrálu je zřejmé, že pro funkci ,a b< > ( )f x , která je 

naopak na intervalu <  nekladná (,a b > ( ) 0f x ≤ ), bude určitý integrál , a proto 

obsah křivočarého lichoběžníka ohraničeného zdola grafem funkce 

( ) 0
b

a
f x dx ≤∫

( )f x , přímkami x a= , 

x b=  a osou x bude ( ) ( )
b b

a a
P f x dx f x d= − =∫ ∫ x  (obr. 3.1.2). 
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Obsah křivočarého lichob. pro nekladnou funkci
Je-li funkce 𝑓 (𝑥) na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ integrovatelná a nabývá pouze
záporných hodnot, pak pro obsah křivočarého lichoběžníka platí:

𝑃 = −
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 =
𝑏

∫
𝑎

∣𝑓 (𝑥)∣ d𝑥
Matematika II  3.1.  Obsah rovinné oblasti 

   

Obr. 3.1.2. Obsah křivočarého lichoběžníka pro nekladnou funkci  ( ) ( ) 0f x ≤

V obecném případě může funkce ( )f x  libovolně měnit znaménko. Při výpočtu obsahu 

plochy ohraničené grafem funkce ( )f x  a osou x na intervalu ,a b< >  je nutno brát části nad 

osou x kladně a části pod osou x záporně. Pokud bychom vypočetli integrál ( )
b

a
f x dx∫  na 

celém intervalu, odečítaly by se kladné a záporné části (obr. 3.1.3). 

 

Obr. 3.1.3. Obsah plochy mezi osou x a grafem funkce ( )f x  se znaménky 

Větu 3.1.1. můžeme zobecnit na případ, kdy je obrazec zdola ohraničen další funkcí 

. ( )g x

Věta 3.1.2.  

Nechť jsou funkce ( )f x  a  integrovatelné a platí ( )g x ( ) ( )g x f x≤  pro každé 

,x a b∈< > . Pak pro obsah křivočarého lichoběžníka ohraničeného zdola grafem funkce 

( )g x , shora grafem funkce ( )f x  a přímkami x a= , x b=  platí 

  . ( )( ) ( )
b

a
P f x g x d= −∫ x
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Určitý integrál obecné funkce
Je-li funkce 𝑓 (𝑥) na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ integrovatelná a nabývá na něm
kladných i záporných hodnot, pak hodnota určitého integrálu neod-
povídá ploše omezené křivkou a osou 𝑜𝑥:

Matematika II  3.1.  Obsah rovinné oblasti 
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Věta 3.1.2.  

Nechť jsou funkce ( )f x  a  integrovatelné a platí ( )g x ( ) ( )g x f x≤  pro každé 

,x a b∈< > . Pak pro obsah křivočarého lichoběžníka ohraničeného zdola grafem funkce 

( )g x , shora grafem funkce ( )f x  a přímkami x a= , x b=  platí 
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Pro výpočet plochy musíme rozdělit integrační interval na samo-
statné podintervaly, určit jednotlivé plochy a ty pak sečíst!



Obsah plochy omezené dvěma křivkami
Nechť jsou funkce 𝑓 (𝑥) a 𝑔(𝑥) integrovatelné na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ a platí
𝑔(𝑥) ≤ 𝑓 (𝑥), ∀𝑥 ∈ ⟨𝑎, 𝑏⟩. Pak plocha oblasti ohraničené zdola grafem
funkce 𝑔(𝑥), shora grafem funkce 𝑓 (𝑥), zleva přímkou 𝑥 = 𝑎 a zprava
přímkou 𝑥 = 𝑏 platí:

𝑃 =
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 −
𝑏

∫
𝑎

𝑔(𝑥) d𝑥 =
𝑏

∫
𝑎

(𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)) d𝑥

Matematika II  3.1.  Obsah rovinné oblasti 

Důkaz:   

Jsou-li obě funkce ( )f x  a  nezáporné, je obsah uvažovaného křivočarého 

lichoběžníka roven rozdílu obsahu plochy pod grafem funkce 

( )g x

( )f x  a obsahu plochy pod 

grafem funkce , viz obr. 3.1.4.  

 

( )g x

( )( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
P f x dx g x dx f x g x d= − = −∫ ∫ ∫ x

 

Obr. 3.1.4. Obsah plochy mezi funkcemi  a ( )g x ( )f x  na intervalu ,a b< >  

Obecně by mohly funkce ( )f x  a  protínat osu x (část obrazce by ležela pod osou x). 

V tomto případě stačí k oběma funkcím přičíst vhodnou konstantu C, aby byly obě funkce 

( )g x

( )f x C+  a  nezáporné. Obsah uvažovaného křivočarého lichoběžníka se tím 

nezmění. 

( )g x C+

[ ] [ ] ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b b b b b

a a a a a a a
P f x C dx g x C dx f x dx Cdx g x dx Cdx f x g x dx= + − + = + − − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
Poznámky 

1. Z důkazu věty 3.1.2 vyplývá, že při výpočtu obsahu křivočarého lichoběžníka mezi grafy 

dvou funkcí  není důležité, zda tento obrazec nebo jeho část leží pod osou x. ( ) ( )g x f x≤

2. Věta 3.1.1 je speciálním případem věty 3.1.2 pro ( ) 0g x = . 

Grafem funkce ( )y f x=  je křivka. Tato funkce (křivka) může být dána parametrickými 

rovnicemi ( )x tϕ=  a ( )y tψ=  pro t ,∈ α β< > . Proměnnou t nazýváme parametr (ve fyzice 

mívá obvykle význam času a funkce ( )tϕ  a ( )tψ  mohou udávat x-ovou a y-ovou souřadnici 

pohybujícího se bodu). Pro výpočet obsahu křivočarého lichoběžníka (obr. 3.1.1) 
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Praktický výpočet ploch
Příklad: Vypočtěte obsah rovinného obrazce ohraničeného osou 𝑜𝑥
a křivkou 𝑦 = 6𝑥 − 𝑥2.

Postup:
Nákres
Výpočet integračních mezí
Výpočet obsahu plochy



Obsah plochy omezené křivkou a osou 𝒐𝒙

Matematika II  3.1.  Obsah rovinné oblasti 

(obr. 3.1.5). Řešením rovnice 26x x 0− =  dostaneme průsečíky dané paraboly s osou x: 

 a . 0a = 6b =

   Obr. 3.1.5. Graf funkce 26y x x= −  

Hledaný obsah je 

66 3
2 2

0 0

(6 ) 3 108 2 36 36
3
xP x x dx x

⎡ ⎤
= − = − = − ⋅ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ . 

Příklad  3.1.2.   Vypočtěte obsah rovinného obrazce ohraničeného křivkou ,  siny x x=

osou x a přímkami 0x = , 3x π= . 

Řešení:   

Na intervalu 0,3π< >  je , avšak funkce 0x ≥ sin x  bude měnit znaménko. Proto bude 

 pro sin 0x x ≥ 0,x π∈< > , sin 0x x ≤  pro , 2x π π∈< >  a  pro sin 0x x ≥ 2 ,3x π π∈< >  

(obr. 3.1.6). 

 

   Obr. 3.1.6. Graf funkce  siny x x=

Hledaný obsah bude sestávat ze tří částí: 
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Příklad: Vypočtěte obsah rovinného obrazce ohraničeného křivkou
𝑦 = 𝑥 ⋅ sin 𝑥 , osou 𝑜𝑥 a přímkami 𝑥 = 0, 𝑥 = 3𝜋 .

Matematika II  3.1.  Obsah rovinné oblasti 
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Obsah plochy omezené křivkou a osou 𝒐𝒙

Matematika II  3.1.  Obsah rovinné oblasti 

2 3

0 2
sin sin sinP x x dx x x dx x x dx

π π π

π π
= − +∫ ∫ ∫ .  

Potřebnou primitivní funkci k funkci siny x x=  nalezneme metodou per partes: 

sin
sin cos cos sin cos

cos 1
u x v x

x x dx x x x dx x x x
u x v
′ = =

= = − + =
′= − =∫ ∫ −

] π

. 

Dosadíme příslušné meze: 

[ ] [ ] [2 3
0 2sin cos sin cos sin cosP x x x x x x x x xπ π

π π= − − − + − =  

[ ] [ ] [ ]0 ( 1) 0 0 0 2 0 ( 1) 0 3 ( 1) 0 2 3 5 9π π π π π π π π= − − − + − − − + − + − − − + = + + = π . 

Příklad  3.1.3.   Odvoďte vzorec pro výpočet obsahu kruhu o poloměru R. 

Řešení:   

Vzorec pro výpočet obsahu kruhu jistě znáte už ze základní školy. Dosud jste však neměli 

dostatečné znalosti, abyste mohli dokázat platnost tohoto vzorce. Střed kruhu umístíme do 

počátku, což nemá vliv na obsah kruhu. Rovnice hraniční kružnice bude 2 2 2x y R+ = . 

Pro jednoduchost vypočteme obsah jedné čtvrtiny kruhu ležící v prvním kvadrantu a 

potom výsledek vynásobíme čtyřmi. Pro 0,x R∈< >  z rovnice kružnice dostaneme 

2 2y R x= − .   

   Obr. 3.1.7. Obsah čtvrtiny kruhu 

Pro obsah celého kruhu bude platit 2 2

0
4

R
P R x= −∫ dx . Podobný integrál jsme již 

počítali. Podívejte se na příklad 1.4.7. Použijeme substituční metodu: 
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Příklad: Vypočtěte obsah rovinného obrazce ohraničeného křiv-
kami, které jsou grafy funkcí 𝑦 = 1

1+𝑥2 a 𝑦 = 𝑥2

2 .

Postup:
Nákres obou grafů
Výpočet průsečíků grafů (určíme integrační meze)
Výpočet obsahu plochy užitím určitého integrálu



Řešení:
Nákres:

Matematika II  3.1.  Obsah rovinné oblasti 

2
2 2 2 2 2

0 0

substituce:
sin

4 4 scos

0 0,   
2

R x R t
P R x dx R R t R t ddx R t dt

R

π

π

=
= − = = −=∫ ∫ in cos t =  

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

1 cos 24 1 sin cos 4 cos 4 2 (1 cos 2 )
2

tR t tdt R t dt R dt R t dt

π π π π

+
= − = = = +∫ ∫ ∫ ∫ =  

22 2

0

sin 22 2 0
2 2

t 2R t R R

π
π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 

Poznámka 

Při úpravě (výpočet odmocniny 21 sin cost− = 2 t ) jsme využili toho, že pro 0,
2

x π
∈< >  je 

cos 0x ≥  . 

 

Příklad  3.1.4.   Vypočtěte obsah rovinného obrazce ohraničeného křivkami  

2
1

1
y

x
=

+
 a 

2

2
xy = . 

Řešení:   

Je zřejmé, že funkce 2
1

1
y

x
=

+
 bude vždy kladná a největší hodnoty nabude pro 0x = . 

Grafem druhé funkce je parabola (obr. 3.1.8). 

    

Obr. 3.1.8. Obrazec ohraničený křivkami 2
1

1
y

x
=

+
 a 

2

2
xy =  
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Výpočet průsečíků obou grafů:
Průsečíky získáme řešením rovnice 1

1+𝑥2 = 𝑥2

2 .
Po úpravě dostaneme 𝑥4 +𝑥2 −2 = 0, tedy (𝑥2 −1) ⋅ (𝑥2 +2) = 0.
Rovnice má dva reálné kořeny 𝑥1 = −1 a 𝑥2 = 1 (integ. meze).
Výpočet obsahu plochy užitím určitého integrálu:

Matematika II  3.1.  Obsah rovinné oblasti 

Nejprve musíme nalézt průsečíky daných křivek. Řešíme rovnici 

2

2
1

21
x

x
=

+
. Po úpravě dostaneme  4 2 2 0x x+ − = , tedy 2 2( 1)( 2)x x 0− + = . 

Uvedená rovnice má dva reálné kořeny 1 1x = −  a 1 1x = . 

Podle věty 3.1.2 je obsah oblasti ohraničené danými křivkami roven 

11 12 2 3

2 2
1 0 0

1 1 12 2 arctg 2
2 2 6 4 61 1
x x xP dx dx x

x x
π π

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − = − = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠+ + ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∫ ∫

1
2 3
− . 

Poznámka 

Využili jsme toho, že oblast je souměrná podle osy y (integrand je sudá funkce). 

Příklad  3.1.5.   Vypočtěte obsah rovinného obrazce ohraničeného osou x  

a jedním obloukem prostá cykloidy. 

Řešení:   

Prostá cykloida je křivka, kterou opisuje bod pevně spojený s kružnicí o poloměru a při 

kotálení kružnice po přímce (obr. 3.1.9). Tato cykloida má parametrické rovnice: 

( sin )a t t= − (1 cos )y a t, x = − , t∈R . 

První oblouk cykloidy dostaneme pro parametr t 0, 2∈ π< > .  

 

Obr. 3.1.9. První oblouk cykloidy 

Protože  , dostaneme z věty 3.1.3  (1 cos )dx a t dt= −

2 2 2
2 2 2 2

0 0 0
(1 cos ) (1 cos ) (1 cos ) (1 2cos cos )P a t a t dt a t dt a t t dt

π π π
= − − = − = − +∫ ∫ ∫ =  
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