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Určitý integrál – substituční metoda

I při výpočtu určitých integrálů lze použít substituční metodu. Při výpočtu neurčitého integrálu se v závěru výpočtu
musel výsledek převést do původní proměnné. Výhodou substituční metody v určitém integrálu je, že s pomocí
substituční rovnice se „přepočítají“ meze určitého integrálu (nové meze odpovídají nové proměnné), a tím pádem
se nebudeme muset v závěru vracet k původní proměnné a původním mezím. Ještě připomeneme, že metodu
používáme k řešení integrálů, v nichž se integrovaná funkce dá rozložit na součin dvou činitelů, přičemž prvním
činitelem je nějaká složená funkce a druhým činitelem je derivace této složené funkce. Jednoduše to lze provést
zejména při substitucích za lineární funkci, jakožto složky nějaké složené funkce.
Princip metody si předvedeme na několika konkrétních příkladech.

Příklad 1: Vypočítejte určitý integrál
1

∫
0

𝑥(𝑥2 − 1)3 d𝑥

Řešení:
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Věta 3.22. Necht’ funkce f (t) je spojitá na intervalu 〈a, b〉, a < b. Necht’ funkce ϕ(x) má
derivaci ϕ′(x) na intervalu 〈α, β〉, α < β, která je na tomto intervalu integrovatelná. Dále
necht’ platı́ a 5 ϕ(x) 5 b pro x ∈ 〈α, β〉 (tedy ϕ zobrazuje interval 〈α, β〉 do intervalu
〈a, b〉). Pak platı́, že ∫ β

α

f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx =
∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f (t) dt. (3.15)

Vzorec (3.15) připomı́ná substituci do neurčitého integrálu ve tvaru (2.8). Předpoklady
jsou samozřejmě odlišné. Oba dva integrály jsou však nynı́ určité a obecně majı́ různé meze.
Kromě zavedenı́ správné substituce ϕ(x) = t a vypočtenı́ diferenciálů ϕ′(x) dx = dt
musı́me tedy tentokrát ještě určit nové meze. „Staré“ meze α a β jsou pro původnı́
proměnnou x, „nové“ meze ϕ(α) a ϕ(β) jsou pro novou proměnnou t . V konkrétnı́m
přı́padě se může stát, že ϕ(α) = ϕ(β), což je vyřešeno rozšı́řenı́mi (3.13) a (3.14).

Postup výpočtu a zápis je obdobný jako u neurčitého integrálu, jen přibude určenı́
nových mezı́. To vyznačı́me v našı́ pomocné tabulce jako α ; ϕ(α) (staré dolnı́ mezi α
odpovı́dá nová dolnı́ mez ϕ(α)) resp. β ; ϕ(β) (staré hornı́ mezi β odpovı́dá nová hornı́
mez ϕ(β)).

Výhodou oproti postupu z přı́kladu 3.17 b) je, že se nemusı́me po substituci vracet
k původnı́ proměnné, což bylo někdy dost nepřı́jemné, jak jsme viděli dřı́ve — srovnejte
třeba přı́klad 2.30. Vzorec (3.15) je možné použı́t v obou směrech. V následujı́cı́m přı́kladu
ho použijeme zleva doprava.

+

Přı́klad 3.23. Vypočtěte určité integrály:

a)
∫ 1

0
x(x2
− 1)

3
dx, b)

∫ 2π

π

esin x cos x dx, c)
∫ π/2

0

sin x cos2 x
4√1+ cos3 x

dx.

Řešenı́.
a) Přı́klad budeme řešit substitucı́ x2

− 1 = t . Staré meze jsou pro proměnnou x, takže
je do této rovnice dosadı́me postupně za x a dostaneme hodnoty nových mezı́ pro
proměnnou t (pokud by byl vztah složitějšı́, muselo by se t osamostatnit). Pro dolnı́
mez to bude 02

− 1 = −1, pro hornı́ 12
− 1 = 0. Vzniklý integrál vypočı́táme pomocı́

Newtonovy-Leibnizovy formule. Celý výpočet bude vypadat takto:

∫ 1

0
x(x2
− 1)

3
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2
− 1 = t

2x dx = dt
x dx = 1

2 dt
0 ; −1, 1 ; 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ 0

−1

1
2
t3 dt =

1
2

[
t4

4

]0

−1
= −

1
8
.

b) Tentokrát použijeme substituci sin x = t . Pro novou dolnı́ mez vyjde sin π = 0 a pro
novou hornı́ mez vyjde sin 2π = 0. Výpočet tedy bude velmi krátký:

∫ 2π

π

esin x cos x dx =

∣∣∣∣∣∣
sin x = t

cos x dx = dt
π ; 0, 2π ; 0

∣∣∣∣∣∣ =
∫ 0

0
et dt = 0.

Příklad 2: Vypočtěte určitý integrál
2𝜋
∫
𝜋

𝑒sin 𝑥 cos 𝑥 d𝑥

Řešení:
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a)
∫ 1
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x(x2
− 1)
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0
x(x2
− 1)

3
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2
− 1 = t

2x dx = dt
x dx = 1

2 dt
0 ; −1, 1 ; 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ 0

−1

1
2
t3 dt =

1
2

[
t4

4

]0

−1
= −

1
8
.

b) Tentokrát použijeme substituci sin x = t . Pro novou dolnı́ mez vyjde sin π = 0 a pro
novou hornı́ mez vyjde sin 2π = 0. Výpočet tedy bude velmi krátký:

∫ 2π

π

esin x cos x dx =

∣∣∣∣∣∣
sin x = t

cos x dx = dt
π ; 0, 2π ; 0

∣∣∣∣∣∣ =
∫ 0

0
et dt = 0.

Příklad 3: Vypočtěte určitý integrál
𝜋
2

∫
0

sin 𝑥 cos2 𝑥
4√1+cos3 𝑥

cos 𝑥 d𝑥

Řešení:



Ověřte svůj výpočet:

3.5 Výpočet určitého integrálu 125

Vždy, když nastane tato situace, tj. když nové meze splynou, nemusı́me už ani upra-
vovat nový integrand, výsledek je automaticky bez dalšı́ho počı́tánı́ nula, což nás
většinou potěšı́. V tomto přı́padě je zvlášt’markantnı́ zkrácenı́ výpočtu oproti metodě
z přı́kladu 3.17 b).

c) Zvolı́me substituci 1+cos3 x. Pro novou dolnı́ mez vyjde 1+cos3 0 = 1+13
= 2 a pro

novou hornı́ mez vyjde 1 + cos3 π
2 = 1 + 03

= 1, takže nová dolnı́ mez je většı́ než
nová hornı́ mez. Použijeme tudı́ž rozšı́řenı́ ze vztahu (3.14) a obrátı́me meze. Postupně
dostaneme

∫ π/2

0

sin x cos2 x
4√1+ cos3 x

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1+ cos3 x = u

−3 cos2 x sin x dx = du
cos2 x sin x dx = −1

3 du
0 ; 2, π/2 ; 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ 1

2

−1/3
4
√
u

du =

= −

(
−

1
3

) ∫ 2

1
u−1/4 du =

1
3

[
u3/4

3/4

]2

1
=

1
3
·

4
3

[ 4
√
u3

]2
1 =

4
9

( 4√8− 1
)
.

Při úpravách jsme využili jednoduše ověřitelné skutečnosti, že pro libovolnou konstantu c
platı́

[
cF (x)

]b
a
= c

[
F(x)

]b
a
. V dalšı́m budeme tento obrat již bez komentáře použı́vat,

protože se tı́m často výpočty značně zpřehlednı́. N

V následujı́cı́m přı́kladu si ukážeme použitı́ vzorce (3.15) zprava doleva. To odpovı́dá
spı́še substituci do neurčitého integrálu typu (2.11). V tomto přı́padě vlastně známe hod-
noty ϕ(α) a ϕ(β) (to jsou ted’„staré meze“) a musı́me správně zvolit α a β tak, aby byly
splněny předpoklady věty 3.22. V praxi bývá funkce ϕ(x) v těchto přı́padech obvykle
taková, že lze zvolit interval 〈α, β〉 tak, aby na něm byla ryze monotónnı́, tj. aby ho prostě
zobrazila na zadaný integračnı́ obor 〈ϕ(α), ϕ(β)〉. Také je třeba smı́řit se s tı́m, že pokud
je v zadánı́, tj. v pravé straně vzorce (3.15), použita proměnná x (což často bývá), jsou
pı́smenka v tomto vzorci jiná. Je to ale jen věc zvyku.

+
Přı́klad 3.24. Vypočtěte určité integrály:

a)
∫ 4

1

√
x − 1
√
x + 1

dx, b)
∫ 1

0

dx
√
x2 + 1− x

, c)
∫ 1

0

√
x2 + 1 dx.

Řešenı́.

a) Integrand je na daném intervalu spojitý, takže určitý integrál existuje. Přı́slušný neurčitý
integrál je typu (2.26), takže použijeme substituci x = u2. Funkce ϕ(u) = u2, jejı́mž
grafem je parabola, tedy nenı́ prostá. Musı́me najı́t α a β tak, aby ϕ(α) = α2

= 1
a ϕ(β) = β2

= 4. Omezı́me-li se na interval 〈0,+∞), kde je funkce ϕ(u) rostoucı́,

Podle předchozích návodů vypočítejte substituční metodou určité integrály:

Úloha 1.
2

∫
1

2(1+ln 𝑥)
𝑥 d𝑥 =

Úloha 2.
3

∫
0

3𝑥
√4𝑥+4

d𝑥 =

Úloha 3.
4

∫
0

12√𝑥 + 1
4 d𝑥 =



Úloha 4.
1

∫
0

2√𝑥
1+𝑥 d𝑥 =

Úloha 5.
𝜋

∫
0

sin 𝑡√1 + cos2 𝑡 d𝑡 =

Úloha 6.
2

∫
1

d𝑥

𝑥√1−ln2 𝑥
=

Úloha 7.
4

∫
0

1
1+√𝑥 d𝑥 =



Výsledky úloh

1. ln2 2 + 2 ln 2
2. 4
3. 17√17 − 1
4. 4 − 𝜋
5. √2 + ln(1 + √2)
6. arcsin ln 2
7. 4 − 2 ln 3
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