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Určitý integrál – zavedení pojmu
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Určitý integrál (Riemannův)
Existuje např. Newtonův, Lebesgueův, Stieltjesův integrál a mnoho
dalších – jiné definice, jiné aplikace.

Historie:
Pokus o kvadraturu paraboly – Archimedes (287-212 př.n.l.)

Úloha: Určete obsah plochy omezené křivkou, osou 𝑜𝑥 a přímkami
𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏.

3.2 Konstrukce určitého integrálu 105
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Obr. 3.6: Výpočet obsahu rovinné množiny

• Rozdělı́me-li množinu A na dvě disjunktnı́ části B a C, tj. A = B ∪ C, B ∩ C = ∅,
je obsah A roven součtu obsahů B a C, tj. m2(A) = m2(B)+m2(C).

• Obsah obdélnı́ku O o velikostech stran a a b je roven čı́slu ab, tj. m2(O) = ab.

Navrhneme způsob, jak by se dalo při určenı́ obsahu množiny P postupovat — viz
obr. 3.6 b).
1. Rozdělı́me množinu P rovnoběžkami s osou y na „pásky“ (na obrázku 3.6 b) jsou tři,

označené P1, P2 a P3). Bude platit

m2(P ) = m2(P1)+m2(P2)+m2(P3).

2. Spočı́táme obsahy jednotlivých „pásků“. To však bohužel obecně neumı́me, nebot’ze
třı́ stran jsou ohraničené sice úsečkami, ale ze čtvrté grafem funkce f (x). Uděláme to
tedy přibližně. Uvnitř základny každého „pásku“ zvolı́me bod (na našem obrázku jsou
označené postupně ξ1, ξ2 a ξ3), vypočteme v něm funkčnı́ hodnotu a v této výšce ho
zarovnáme rovnoběžkou s osou x na obdélnı́k. Tı́m se samozřejmě dopustı́me určité
chyby — někde obdélnı́k „pásek“ přesahuje, někde ho zase nepokrývá. Při označenı́
z obr. 3.6 b) dostaneme přibližnou hodnotu obsahu množiny P :

m2(P )
.
= (x1 − x0)f (ξ1)+ (x2 − x1)f (ξ2)+ (x3 − x2)f (ξ3). (3.3)

(Uvědomte si, že x1−x0 je délka základny prvnı́ho obdélnı́ku, f (ξ1) je jeho výška atd.)
3. U „rozumných“ funkcı́ lze předpokládat, že čı́m vı́ce „pásků“ uděláme a čı́m budou

užšı́, tı́m menšı́ bude chyba, které se dopustı́me nahrazenı́m obdélnı́ků za „pásky“.
Provedeme-li tedy jakýsi limitnı́ přechod, tj. budeme-li neomezeně zvětšovat počet
„pásků“ a současně je zužovat, měla by se přibližná hodnota (daná součtem ploch
obdélnı́ků) čı́m dál vı́c přibližovat k přesné hodnotě obsahu m2(P ). Zdá se tedy, že při



Aproximace plochy:
Přibližné vyjádření plochy. Např. vepsání útvaru do čtvercové jednot-
kové sítě nebo nahrazení plochy vepsanými a opsanými obdélníky.
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Dolní a horní aproximace plochy

Určitý (Riemannův) integrál 1

Určitý (Riemannův) integrál

1. Poznámka Existuje též Newtonův, Lebesgueův, Stieltjesův integrál a mnoho dalších.

Na intervalu 〈a, b〉 provedeme dělení D: a = x0, x1, . . . , xn = b; x0 < x1 < . . . < xn. Toto dělení nemusí
být ekvidistantní (na stejné díly). Získáme tak n intervalů 〈xi−1, xi〉; i = 1, 2, . . . , n. Viz Obr. 1.

Obrázek 1: Zavedení Riemannova integrálu

2. Označme
mi = inf{f(x); x ∈ 〈xi−1, xi〉}
Mi = sup{f(x); x ∈ 〈xi−1, xi〉}

Je-li funkce f ohraničená na intervalu 〈a, b〉, mi a Mi existují, jsou vlastní a tedy existuje:

s(f,D) =
n∑

i=1
mi(xi−xi−1) dolní integrální součet funkce f na intervalu 〈a, b〉 vzhledem k dělení D.

S(f,D) =
n∑

i=1
Mi(xi−xi−1) horní integrální součet funkce f na intervalu 〈a, b〉 vzhledem k dělení D.

b∫
a

f(x) dx = sup
D

s(f,D) dolní integrál funkce f na intervalu 〈a, b〉.

b∫
a

f(x) dx = inf
D

S(f,D) horní integrál funkce f na intervalu 〈a, b〉.

Platí vždy:

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x) dx ≤
b∫

a

f(x) dx ≤ M(b− a)

kde m je infimum a M je suprémum všech funkčních hodnot, tj. m = inf{f(x); x ∈ 〈a, b〉} a M =
sup{f(x); x ∈ 〈a, b〉}.

SA1 ÚM FSI VUT v Brně, 17. ledna 2008



Postup od postupné aproximace k výpočtu:

Dělení intervalu 𝐷𝑛:
Umístíme 𝑛 dělících bodů do intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩. Vzniknou podinter-
valy ⟨𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖⟩ o délkách Δ𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1.

Norma dělení 𝜈(𝐷𝑛) = max {Δ𝑥𝑖} pro 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 tj. normou je
délka nejdelšího dělícího intervalu.

Zavedeme dolní integrální součet 𝑠(𝐷𝑛, 𝑓 ) = ∑𝑛
𝑖=1 𝑚𝑖Δ𝑥𝑖.

Zavedeme horní integrální součet 𝑆(𝐷𝑛, 𝑓 ) = ∑𝑛
𝑖=1 𝑀𝑖Δ𝑥𝑖.

Zavedeme integrální součet 𝜎(𝐷𝑛, 𝑓 ) = ∑𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖Δ𝑥𝑖

Jedná se o integrální součet, příslušný náhodnému výběru repre-
zentantů 𝜉𝑖 jednotlivých podintervalů.

Hodnoty 𝑠, 𝜎 a 𝑆 závisí na 𝐷𝑛 a na charakteru funkce 𝑓 .



Nyní pojďme „zjemňovat“ dělení tak, že postupně 𝑛 → ∞ tj.
𝜈(𝐷𝑛) → 0.

Posloupnost 𝑠(𝐷𝑛, 𝑓 ) je rostoucí a shora omezená, posloupnost
𝑆(𝐷𝑛, 𝑓 ) je naopak klesající a zdola omezená.

Platí 𝑠(𝐷𝑛, 𝑓 ) ≤ 𝜎(𝐷𝑛, 𝑓 ) ≤ 𝑆(𝐷𝑛, 𝑓 ).

Existuje právě jedno číslo 𝑰 , pro nějž platí, že pro všechna
dělení 𝑫𝒏 intervalu ⟨𝒂, 𝒃⟩ je:

𝑠(𝐷𝑛, 𝑓 ) ≤ 𝐼  ≤ 𝑆(𝐷𝑛, 𝑓 )

Číslo 𝐼 se nazývá určitý integrál od 𝑎 (dolní mez) do 𝑏 (horní mez)
z funkce 𝑓 a označujeme jej:

𝐼 =
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 =



Platí tedy:

𝐼 =
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 = lim𝑛→∞ 𝑠(𝐷𝑛, 𝑓 ) = lim𝑛→∞ 𝑆(𝐷𝑛, 𝑓 ) = lim𝑛→∞ 𝜎(𝐷𝑛, 𝑓 )

DEF. Konečnou limitu 𝐼 = lim𝑛→∞ 𝜎(𝐷𝑛, 𝑓 ) integrálního součtu
𝜎(𝐷𝑛, 𝑓 ) pro 𝑛 → ∞ tj. 𝜈(𝐷𝑛) → 0, nazýváme určitý integrál
funkce 𝑓 v intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩. Funkci 𝑓 nazýváme integrovatelnou
funkcí (integrace schopnou).

𝐼 =
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥

⟨𝑎, 𝑏⟩ – integrační obor
𝑎 – dolní mez určitého integrálu
𝑏 – horní mez určitého integrálu
𝑓 (𝑥) – integrand (integrovaná funkce)
𝑥 – integrační proměnná (vyjadřuje ji diferenciál d𝑥).



POZNÁMKY:

Pokud číslo I z předchozí definice existuje, je jediné tzn. určitý
integrál je definován jednoznačně.
Integrál z definice se nazývá Riemannův. Tento integrál však
nemá zcela ideální vlastnosti. Pro teoretičtější úvahy jsou vhod-
nější obecnější, ale složitější konstrukce. Největší význam má tzv.
Lebesgueův integrál. Nejobecnější je asi tzv. Henstockův-Kur-
zweilův integrál. Pro běžné potřeby inženýrské praxe je Rieman-
nův integrál dostačující.
Symbol ∫ – vznikl z písmene S – tj. SUMA
Přes podobné označení se neurčitý a určitý integrál zásadně liší
(množina funkcí x číslo)!
Diferenciál d𝑥 v určitém integrálu říká, co je nezávisle pro-
měnná! Označení nezávisle proměnné písmenem 𝑥 není pod-

statné. Je totiž
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 =
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑦) d𝑦 =
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑡) d𝑡 atd.



Vlastnosti určitého integrálu
Jestliže jsou na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ funkce 𝑓 a 𝑔 integrovatelné, pak na
tomto intervalu pro 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ platí:

𝑏
∫
𝑎

(𝑘1 ⋅ 𝑓 (𝑥) ± 𝑘2 ⋅ 𝑔(𝑥)) d𝑥 = 𝑘1 ⋅
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 ± 𝑘2 ⋅
𝑏

∫
𝑎

𝑔(𝑥) d𝑥 .

∣
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥∣ ≤
𝑏

∫
𝑎

∣𝑓 (𝑥)∣ d𝑥

𝑏
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 =
𝑐

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 +
𝑏

∫
𝑐

𝑓 (𝑥) d𝑥 pro 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏.

𝑏
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 = −
𝑎

∫
𝑏

𝑓 (𝑥) d𝑥 .

Je-li 𝑓 (𝑥) ≥ 0 v intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ pak
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 ≥ 0.



∣
𝒃

∫
𝒂

𝒇 (𝒙) 𝐝𝒙∣≤
𝒃

∫
𝒂

∣𝒇 (𝒙)∣ 𝐝𝒙

108 Určitý integrál

x
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y = f (x)

Obr. 3.9: Znázorněnı́ integrálnı́ho součtu

4. Je-li D dělenı́ intervalu 〈a, b〉 a Ξ výběr reprezentantů tohoto dělenı́, definujeme inte-
grálnı́ součet S (f,D,Ξ) odpovı́dajı́cı́ funkci f , dělenı́ D a výběru reprezentantů Ξ
vztahem

S (f,D,Ξ) =

n∑
i=1

f (ξi)(xi − xi−1),

resp. rozepı́šeme-li sumu,

S (f,D,Ξ) = f (ξ1)(x1 − x0)+ f (ξ2)(x2 − x1)+ · · · + f (ξn)(xn − xn−1).

Geometrický význam integrálnı́ho součtu je znázorněn na obr. 3.9. Vlastně jde o součet
ploch obdélnı́ků s délkami základen xi − xi−1 a výškami f (ξi), kde i = 1, . . . , n,
n ∈ N. Pochopitelně pokud je f (ξi) < 0, je přı́spěvek daného obdélnı́ku záporný.
Integrálnı́ součet kromě funkce f závisı́ rovněž na konkrétnı́m dělenı́ a jeho výběru
reprezentantů.
Nynı́ již můžeme vyslovit definici určitého integrálu.

Definice 3.1. Necht’f (x) je funkce, která je definovaná a ohraničená na ohraničeném
a uzavřeném intervalu 〈a, b〉, a < b.
Řekneme, že funkce f (x) je integrovatelná neboli že má určitý integrál na intervalu
〈a, b〉, jestliže existuje čı́slo I ∈ R s následujı́cı́ vlastnostı́:

K libovolnému čı́slu ε > 0 lze nalézt čı́slo δ > 0 tak, že pro libovolné dělenı́D
intervalu 〈a, b〉 takové, že ν(D) < δ, a pro libovolný výběr reprezentantů Ξ
tohoto dělenı́ platı́

∣∣S (f,D,Ξ)− I
∣∣ < ε.

Čı́slo I pak nazýváme hodnotou určitého integrálu a pı́šeme∫ b

a

f (x) dx = I. (3.5)

Čı́slo a nazýváme dolnı́ mez, čı́slo b hornı́ mez, interval 〈a, b〉 integračnı́ obor a funkci f
integrand. Hornı́ a dolnı́ mez nazýváme společně integračnı́ meze.



Určitý integrál vs obsah plochy omezené grafem

3.6 Aplikace určitého integrálu 137

Zdůrazněme, že funkce musı́ být na intervalu 〈a, b〉 nezáporná. Je však celkem zřejmé,
že pro funkci f (x), která je naopak nekladná, bude integrál

∫ b
a
f (x) dx roven obsahu

množiny omezené grafem funkce f (x), osou x a přı́mkami x = a a x = b (ležı́cı́ tentokrát
pod osou x), avšak opatřenému znaménkem mı́nus. K důkazu stačı́ zaměnit f (x) funkcı́
−f (x), která bude nezáporná (množina A se překlopı́ kolem osy x), a vytknout čı́slo −1.

x

y

a b

y = f (x)

+

−

+

−

+

Obr. 3.16

Z předchozı́ úvahy a aditivity urči-
tého integrálu vzhledem k integračnı́mu
oboru vyplývá, že v obecném přı́padě,
kdy funkce f (x) může libovolně mě-
nit znaménko, je

∫ b
a
f (x) dx názorně

řečeno roven ploše omezené grafem
funkce f (x), osou x a přı́mkami x = a
a x = b, přičemž části ležı́cı́ nad osou x
se berou kladně, zatı́mco části ležı́cı́ pod
osou x se berou záporně — viz obr. 3.16.

Tudı́ž např. z tvaru grafu funkce si-
nus resp. kosinus je zřejmé, že musı́ pla-
tit

∫ 2π

0 sin x dx = 0 resp.
∫ 2π

0 cos x dx = 0. Nakreslete si přı́slušné obrázky.
Předchozı́ větu 3.32 lze snadno zobecnit na přı́pad množiny znázorněné na obr. 3.15 b).

Předpokládejme, že graf funkce f (x) ležı́ na intervalu 〈a, b〉 nad grafem funkce g(x)
(připouštı́ se i rovnost, tj. musı́ být g(x) 5 f (x)). Označme

B = {(x, y) ∈ R2
| a 5 x 5 b, g(x) 5 y 5 f (x)}.

Jde tedy o množinu ohraničenou přı́mkami x = a a x = b a dvojicı́ grafů funkcı́. Někdy
se pro ni použı́vá název křivočarý obdélnı́k nebo křivočarý lichoběžnı́k.

Věta 3.33. Necht’ funkce f (x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu 〈a, b〉 a platı́
g(x) 5 f (x) pro každé x ∈ 〈a, b〉. Pak pro obsah množiny B platı́:

m2(B) =

∫ b

a

[f (x)− g(x)] dx. (3.20)

Platnost vzorce je celkem zřejmá. Stačı́ množinu B posunout o vhodnou konstantu
nahoru tak, aby funkce g(x) + c (a tudı́ž samozřejmě i funkce f (x) + c) byla na inter-
valu 〈a, b〉 nezáporná. To je určitě možné, protože funkce g(x) je integrovatelná, a tedy
i zdola ohraničená. Obsah se tı́m nezměnı́. Přı́mka y = −c v obr. 3.15 b) pak hraje roli
nové osy x.

Nynı́ je jasné, že posunutá množina B je množinovým rozdı́lem podgrafu funkce
f (x)+ c a podgrafu funkce g(x)+ c (je šrafován). Jejı́ obsah bude proto rozdı́lem obsahů
těchto podgrafů. Tedy m2(B) =

∫ b
a
[f (x)+c] dx−

∫ b
a
[g(x)+c] dx =

∫ b
a
[f (x)−g(x)] dx.

Věta 3.32 je speciálnı́m přı́padem pro g(x) = 0.



Newton-Leibnitzova věta
Praktický výpočet určitého integrálu
Je-li 𝑓 integrovatelná na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ a 𝐹 je její primitivní funkce,
pak platí, že:

𝑏
∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)

𝐼 =
𝑏

∫
𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 = lim𝑛→∞ 𝑠(𝐷𝑛, 𝑓 ) = lim𝑛→∞ 𝑆(𝐷𝑛, 𝑓 ) = lim𝑛→∞ 𝜎(𝐷𝑛, 𝑓 )

Příklad:
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x

y

a b

y = f (x)

x

y

a b

F(a)

F (b)

y = F(x) F (b)− F(a)

Obr. 3.13: Newtonova-Leibnizova formule

Řešenı́. Určité integrály existujı́, protože integrandy jsou spojité. Ve všech přı́padech
vystačı́me při určovánı́ neurčitých integrálů se vzorci z tabulky 2.1 na str. 11.

a) Pomocı́ vzorce 3 vyjde: ∫ 2

1
x2 dx =

[
1
3
x3

]2

1
=

8
3
−

1
3
=

7
3
.

b) Pomocı́ vzorce 3 vyjde:∫ 4

0

√
x dx =

∫ 4

0
x1/2 dx =

[
x3/2

3/2

]4

0
=

[
2
3

√
x3

]4

0
=

2
3

√
43 − 0 =

16
3
.

c) Pomocı́ vzorce 7 vyjde:∫ π

0
sin u du = [− cos u]π0 = − cos π− (− cos 0) = −(−1)+ 1 = 2.

d) Pomocı́ vzorce 9 vyjde (připomeňme, že arkustangens je lichá funkce):∫ 1

−2

dt
t2 + 1

= [arctg t]1
−2 = arctg 1− arctg(−2) =

π

4
+ arctg 2.

e) Nejprve daný integrál pomocı́ vztahů (3.7) a (3.8) převedeme na několik určitých inte-
grálů. Ty pak vypočı́táme pomocı́ Newtonovy-Leibnizovy formule s použitı́m vzorců
11, 4, 9 a 14.



POZOR na zadání úloh!
Vypočítejte určitý integrál x Určete obsah plochy – různé úlohy!!!

Příklad:

Sestrojte graf funkce 𝑓 : 𝑦 = sin 𝑥 na intervalu ⟨0, 2𝜋⟩. Vypočítejte

nyní určitý integrál
2𝜋
∫
0

sin 𝑥 d𝑥 a následně určete obsah plochy, kterou
omezuje graf funkce a osa 𝑜𝑥. Porovnejte oba výsledky.
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