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Integrace racionalnich lomenych funkci s nerozlozitelnym jmenovatelem

V piipadé, Ze soucasti skupiny parcidlnich zlomka jsou zlomky s nerozlozitelnym kvadratickym troj¢lenem je

vvvvvv

nékteré z integrald vypocitat.

Tento pripad vede na integraly dvou typu:

Mx + N
f 2 dx =
X=+pX+q budeme umét integrovat (D)
Mx + N
f (x% + px + q)° dr =
2 q neumime integrovat, 1ze nalézt v tabulkdch integrala 2)

Postup pfri integraci:

B Presvédeime se, ze zadand integrovand funkce je ¢i neni ryze lomend a v zdvislosti na tom si ji nékde bokem
rozloZime bud jen na potiebny pocet parcidlnich zlomkt resp. na soucet polynomu a parcidlnich zlomkd.
B Samostatng integrujeme jednotlivé parcidlni zlomky. ZapiSeme vysledek a podminky integrovatelnosti funkce.

Priklad 1:  Vypoctéte neurcity integral f x—gi;lrl dx =



Reseni. Trojélen x> 4+ x + 1 ve jmenovateli m4 diskriminant 12 — 4 - 1 - 1 = —3, ktery
je zaporny, takze jeho kofeny jsou komplexni. Jde tudiZ o parcidlni zlomek druhého typu.
Derivace jmenovatele je 2x + 1. Citatel 5x + 1 proto upravime na tvar r(2x + 1) + s.
Musi tedy platit

Sx+1=r2x+1)+s=2rx+ @ +s) = 5=2r, 1 =r+s.
To znamend, ze r = 5/2 a s = —3/2. Zadani bude mit po rozdéleni tvar

Sx+1  J@x+D—-35 5 2+1 3 1
24+x+1 x24+x+1 2x24x+1 2x24x+1°

5x +1 5 2x +1 3 1
—  dx=-f| ——dx — = | ——dx.
xX24+x+1 2] x24+x+1 2] x24+x+1

Prvni ze vzniklych integrall je snadny (v Citateli je derivace jmenovatele):

a tedy

2x + 1 ’
—dx =1 1).
/x2+x+1 X nx“+x+1)

Pied vypoctem druhého integralu doplnime trojélen x> + x + 1 na tplny &tverec:

2 4 x 41 (+1)2 L (+1)2+3
x4 x =(x+=) —=+1=(x+= =
2) T3 2) T3

Upravime, zavedeme substituci a dopocitame celkovy vysledek:

/ Sx +1 d 51(2+ N 32at2x+1-|—
— dX = - In(x X — — ——=arc C =
x2+x+1 2 2.3 8 V3
5 2 1
:—ln(xz—i—x—l—l)—\/garctg i + c.
2 V3

Priklad 2:  Vypoctéte neurcity integral f )65%‘);3 =



Reseni. Jde o raciondlni ryze lomenou funkci, protoze st(1) = 0 < st(x> — x3) = 5. Jme-
novatel snadno rozloZime na soucin kofenovych Cinitela. Plati: =301 =
= x3(x — 1)(x + 1). VSechny kofeny jsou realné: trojndsobny kofen 0, jemuZ odpovida
troj¢lenny fetézec parcidlnich zlomki, a jednoduché kofeny 1 a —1, jimZz odpovidaji
jednoclenné feté€zce parcidlnich zlomki. Pfedpokladany tvar rozkladu je tudiz

| 1 A B C D E

= [ J— _— _|_ .
x=x3 xXx-DGx4+1D x3 x2 x x—-1 x+1

Abychom ur¢ili nezndmé konstanty A, B, C, D, E, vynasobime predchozi rovnost jme-
novatelem x3(x — 1)(x + 1). Dostaneme

1=AG> =D +Bx(x> =D +Cx*@? - D)+ DxXP(x+ D)+ Ex3(x — 1).

x=0: 1=-A = A=-—1,
x=1: 1=2D = D =1/2,
x=-—1: 1 =2FE = E=1)2.

1=(C+D+Ex*+(B+D—-—Ex>+(A—C)x>—Bx — A.

Xl 0=—B = B =0,

X2 0=A-C = C=-1.
f L / RN VRN VoA
——dx = _—— = X =
xd —x3 3 x x—-1 x+1
B /dx dx_I_I/ dx -I-I/ dx B
B x3 x 2) x—1 2J) x+1
1

1 1
:ﬁ—ln|x|—|—§1n|x—1|—|—§1n|x—|—1|—|—c.

Podle predchoziho ndvodu vypocitejte neurcité integraly nasledujicich raciondlnich lomenych funkeci:

Uloha 1. 1) de _

1-x3




Uloha2. [ - 64+_146 dx =



5 S5x0—x5+24x2-9x+9 _
Uloha 3. o dx =




Vysledky uloh

2
1. Llypaotx+l

1 2x+1
+ —arctg =— + ¢
6 anz TR

3

2. F- %ln i;‘/‘g — 2 arctg (gx) +c

3. 21n|x|+)1—c—2i—2+%ln(x2+3)+ 11

X+ Larctg = + ¢

+
x2+3 NS NS

Pouzité materialy a zdroje

B Hoskovi S., Kuben J., Rackova P., Integrélni pocet funkci jedné proménné [online]. 2013

[cit. 2013-04-15]. File: ip.pdf. Dostupny z WWW: <http://homel.vsb.cz/~sla64/cd/pdf/print
/ip.pdf>.

B Tomica, R. Cviceni z matematiky — I. Brno: VAAZ, 1974.
B Archiv autora


homel.vsb.cz/~s1a64/cd/pdf/print/ip.pdf
homel.vsb.cz/~s1a64/cd/pdf/print/ip.pdf

