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Integrace racionálních lomených funkcí s nerozložitelným jmenovatelem

V případě, že součástí skupiny parciálních zlomků jsou zlomky s nerozložitelným kvadratickým trojčlenem je
situace o něco málo obtížnější než jsme si ukázali v minulém pracovním listu, nicméně je v našich možnostech
některé z integrálů vypočítat.

Tento případ vede na integrály dvou typů:

∫ 𝑀𝑥 + 𝑁
𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞

d𝑥 =
budeme umět integrovat (1)

∫ 𝑀𝑥 + 𝑁
(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑙 d𝑥 =

neumíme integrovat, lze nalézt v tabulkách integrálů (2)

Postup při integraci:
Přesvědčíme se, že zadaná integrovaná funkce je či není ryze lomená a v závislosti na tom si ji někde bokem
rozložíme buď jen na potřebný počet parciálních zlomků resp. na součet polynomu a parciálních zlomků.
Samostatně integrujeme jednotlivé parciální zlomky. Zapíšeme výsledek a podmínky integrovatelnosti funkce.

Příklad 1: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ 5𝑥+1
𝑥2+𝑥+1 d𝑥 =
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+Přı́klad 2.40. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

5x + 1
x2 + x + 1

dx, x ∈ (−∞,+∞).

Řešenı́. Trojčlen x2
+ x + 1 ve jmenovateli má diskriminant 12

− 4 · 1 · 1 = −3, který
je záporný, takže jeho kořeny jsou komplexnı́. Jde tudı́ž o parciálnı́ zlomek druhého typu.
Derivace jmenovatele je 2x + 1. Čitatel 5x + 1 proto upravı́me na tvar r(2x + 1) + s.
Musı́ tedy platit

5x + 1 = r(2x + 1)+ s = 2rx + (r + s) ⇒ 5 = 2r, 1 = r + s.

To znamená, že r = 5/2 a s = −3/2. Zadánı́ bude mı́t po rozdělenı́ tvar

5x + 1
x2 + x + 1

=

5
2 (2x + 1)− 3

2
x2 + x + 1

=
5
2

2x + 1
x2 + x + 1

−
3
2

1
x2 + x + 1

,

a tedy ∫
5x + 1

x2 + x + 1
dx =

5
2

∫
2x + 1

x2 + x + 1
dx −

3
2

∫
1

x2 + x + 1
dx. (2.16)

Prvnı́ ze vzniklých integrálů je snadný (v čitateli je derivace jmenovatele):∫
2x + 1

x2 + x + 1
dx = ln(x2

+ x + 1).

Před výpočtem druhého integrálu doplnı́me trojčlen x2
+ x + 1 na úplný čtverec:

x2
+ x + 1 =

(
x +

1
2

)2
−

1
4
+ 1 =

(
x +

1
2

)2
+

3
4
.

Nynı́ dostaneme s použitı́m vzorce 9 z tabulky 2.1, kde a =
√

3/2:∫
1

x2 + x + 1
dx =

∫
1(

x + 1
2

)2
+

3
4

dx =
∣∣∣∣ x + 1

2 = u
dx = du

∣∣∣∣ = ∫
1

u2 + 3
4

du =

=
1
√

3
2

arctg
u
√

3
2

=
2
√

3
arctg

2
(
x + 1

2

)
√

3
=

2
√

3
arctg

2x + 1
√

3
.

Dosazenı́m dı́lčı́ch výsledků do (2.16) dostaneme celkem, že∫
5x + 1

x2 + x + 1
dx =

5
2

ln(x2
+ x + 1)−

3
2

2
√

3
arctg

2x + 1
√

3
+ c =

=
5
2

ln(x2
+ x + 1)−

√
3 arctg

2x + 1
√

3
+ c.

N

2.4 Integrace racionálnı́ lomené funkce 53

+Přı́klad 2.40. Vypočtěte neurčitý integrál
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Upravíme, zavedeme substituci a dopočítáme celkový výsledek:
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Příklad 2: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ d𝑥
𝑥5−𝑥3 =
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+ Přı́klad 2.36. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

3x + 16
x2 − x − 6

dx.

Řešenı́. Jde o racionálnı́ funkci, která je ryze lomená, protože platı́ st(3x + 16) = 1 <
< st(x2

− x − 6) = 2. Rozložı́me ji na parciálnı́ zlomky. K tomu potřebujeme kořeny
jmenovatele:

x2
− x − 6 = 0 ⇒ x1,2 =

1±
√

1+ 24
2

=
1± 5

2
=

{
−2,

3.

Platı́ tedy x2
−x−6 = (x−3)(x+2). Oba kořeny jsou reálné a jednoduché. Ke každému

kořenu tudı́ž přı́slušı́ jednočlenný řetězec parciálnı́ch zlomků. Tvar rozkladu je

3x + 16
x2 − x − 6

=
3x + 16

(x − 3)(x + 2)
=

A

x − 3
+

B

x + 2
,

kde A a B jsou vhodné konstanty. Rovnost vynásobı́me jmenovatelem (x − 3)(x + 2)
a dostaneme rovnost dvou mnohočlenů:

3x + 16 = A(x + 2)+ B(x − 3).

Pro určenı́ konstant A a B je nynı́ nejrychlejšı́ do rovnosti dosadit postupně oba kořeny.
Vyjde:

x = −2 : 10 = −5B ⇒ B = −2,
x = 3 : 25 = 5A ⇒ A = 5.

Nynı́ již můžeme vypočı́tat integrál. Dostaneme:∫
3x + 16
x2 − x − 6

dx =
∫ (

5
x − 3

−
2

x + 2

)
dx =

= 5
∫

dx
x − 3

− 2
∫

dx
x + 2

= 5 ln |x − 3| − 2 ln |x + 2| + c.

Výsledek platı́ na kterémkoli z intervalů (−∞,−2), (−2, 3) a (3,+∞). N

+ Přı́klad 2.37. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

1
x5 − x3 dx.

Řešenı́. Jde o racionálnı́ ryze lomenou funkci, protože st(1) = 0 < st(x5
− x3) = 5. Jme-

novatel snadno rozložı́me na součin kořenových činitelů. Platı́: x5
− x3

= x3(x2
− 1) =

= x3(x − 1)(x + 1). Všechny kořeny jsou reálné: trojnásobný kořen 0, jemuž odpovı́dá
trojčlenný řetězec parciálnı́ch zlomků, a jednoduché kořeny 1 a −1, jimž odpovı́dajı́
jednočlenné řetězce parciálnı́ch zlomků. Předpokládaný tvar rozkladu je tudı́ž

1
x5 − x3 =

1
x3(x − 1)(x + 1)

=
A

x3 +
B

x2 +
C

x
+

D

x − 1
+

E

x + 1
. (2.12)
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3x + 16 = A(x + 2)+ B(x − 3).
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Abychom určili neznámé konstanty A,B,C,D,E, vynásobı́me předchozı́ rovnost jme-
novatelem x3(x − 1)(x + 1). Dostaneme

1 = A(x2
− 1)+ Bx(x2

− 1)+ Cx2(x2
− 1)+Dx3(x + 1)+ Ex3(x − 1). (2.13)

Dosadı́me reálné kořeny jmenovatele a určı́me tři konstanty:

x = 0 : 1 = −A ⇒ A = −1,
x = 1 : 1 = 2D ⇒ D = 1/2,
x = −1 : 1 = 2E ⇒ E = 1/2.

Zbývá určit ještě konstanty B a C. K tomu porovnáme koeficienty u stejných mocnin
proměnné x na levé a pravé straně rovnosti (2.13). Po roznásobenı́ a úpravách dostaneme

1 = (C +D + E)x4
+ (B +D − E)x3

+ (A− C)x2
− Bx − A.

Stačı́ sestavit dvě vhodné rovnice:

x1
: 0 = −B ⇒ B = 0,

x2
: 0 = A− C ⇒ C = −1.

Samozřejmě je možné určit všechny konstanty porovnánı́m koeficientů, ale kombinace
této metody a dosazenı́ reálných kořenů je obvykle rychlejšı́.

Nynı́ již můžeme přistoupit k výpočtu integrálu. Z (2.12) dostaneme

∫
1

x5 − x3 dx =
∫ (
−

1
x3 −

1
x
+

1/2
x − 1

+
1/2
x + 1

)
dx =

= −

∫
dx
x3 −

∫
dx
x
+

1
2

∫
dx
x − 1

+
1
2

∫
dx
x + 1

=

=
1

2x2 − ln |x| +
1
2

ln |x − 1| +
1
2

ln |x + 1| + c.

(U prvnı́ho integrálu si uvědomte, že 1/x3
= x−3.) Výsledek platı́ na libovolném intervalu,

který neobsahuje reálné kořeny jmenovatele, tj. čı́sla 0, 1 a −1. N
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Abychom určili neznámé konstanty A,B,C,D,E, vynásobı́me předchozı́ rovnost jme-
novatelem x3(x − 1)(x + 1). Dostaneme

1 = A(x2
− 1)+ Bx(x2

− 1)+ Cx2(x2
− 1)+Dx3(x + 1)+ Ex3(x − 1). (2.13)
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= x−3.) Výsledek platı́ na libovolném intervalu,
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(U prvnı́ho integrálu si uvědomte, že 1/x3
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∫
1

x5 − x3 dx =
∫ (
−

1
x3 −

1
x
+

1/2
x − 1

+
1/2
x + 1

)
dx =

= −

∫
dx
x3 −

∫
dx
x
+

1
2

∫
dx
x − 1

+
1
2

∫
dx
x + 1

=

=
1

2x2 − ln |x| +
1
2

ln |x − 1| +
1
2

ln |x + 1| + c.
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x1
: 0 = −B ⇒ B = 0,

x2
: 0 = A− C ⇒ C = −1.
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Podle předchozího návodu vypočítejte neurčité integrály následujících racionálních lomených funkcí:

Úloha 1. ∫ d𝑥
1−𝑥3 =



Úloha 2. ∫ 𝑥6+16
𝑥4−4 d𝑥 =



Úloha 3. ∫ 5𝑥6−𝑥5+24𝑥2−9𝑥+9
𝑥3⋅(𝑥2+3)2 d𝑥 =



Výsledky úloh

1. 1
6 ln 𝑥2+𝑥+1

(𝑥−1)2 + 1
√3

arctg 2𝑥+1
√3

+ 𝑐

2. 𝑥3

3 − 3
√2

ln 𝑥−√2
𝑥+√2

− √2 arctg (√2
2 𝑥) + 𝑐

3. 2 ln |𝑥| + 1
𝑥 − 1

2𝑥2 + 3
2 ln(𝑥2 + 3) + 11+𝑥

𝑥2+3 + 1
√3

arctg 𝑥
√3

+ 𝑐
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