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Integrace racionalnich lomenych funkci s rozlozitelnym jmenovatelem

Po rozkladu integrovaného raciondlnitho lomeného vyrazu na soucet parcidlnich zlomki (v pfipadé€ ryze lome-
ného vyrazu) resp. na soucet polynomu a parcidlnich zlomk (v ptipad€ neryze lomeného vyrazu) je integrace jiz
pomérné snadna.

Vzhledem k tomu, Ze polynom umime jednoduse vZdy zintegrovat, pojdime se v tuto chvili zabyvat pouze piipadem
integrovéni ryze lomeného vyrazu tj.

f O (x)

V minulé hodin€ jsme poznali dva typy parcidlnich zlomk. Na tomto pracovnim listé se budeme zabyvat pfipa-
dem, kdy jmenovatel raciondlni lomené funkce ptijde rozlozit az na soucin linedrnich dvojclent a neobjevuje se v

v Y

ném nerozlozitelny kvadraticky trojclen. Tento piipad si ponechdme napfisté.

Tento specialni pripad vede na integraly dvou typii:
Oba typy umime jiZ integrovat (zakl. vzorec resp. substitucni met.):

f A —dx = Af dx A-Inlx— ol +c

x_

€]

_ —k+1
desz-f(x—a)_kdx=A-(x Q) +c
(x—a)k —k+1 o

Postup pri integraci:

B Presvedeime se, 7e zadand integrovand funkce je ¢i neni ryze lomend a v zdvislosti na tom si ji nékde bokem
rozlozime bud’ jen na potfebny pocet parcidlnich zlomki resp. na soucet polynomu a parcidlnich zlomka.
B Samostatng integrujeme jednotlivé parcidlni zlomky. ZapiSeme vysledek a podminky integrovatelnosti funkce.

Priklad 1:  Vypoctéte neurcity integral f % dx =



Reseni. Jde o raciondlni funkci, kterd je ryze lomen4, protoZe plati st(3x + 16) = 1 <
< st(x?> — x — 6) = 2. RozloZime ji na parcidlni zlomky. K tomu potfebujeme kofeny
jmenovatele:

1+V1T+24  1+£5 [-2,
2 2 ] 3.

x2—x—6=0 = X12 =

Plati tedy x> —x — 6 = (x — 3)(x 4+ 2). Oba kofeny jsou redlné a jednoduché. Ke kazdému
kotenu tudiz pfislusi jednoclenny fetézec parcidlnich zlomku. Tvar rozkladu je

3x+16  3x+16 A N B
2—x—6 (x-=-3)(x+2 x—-3 x+2°

kde A a B jsou vhodné konstanty. Rovnost vyndsobime jmenovatelem (x — 3)(x + 2)
a dostaneme rovnost dvou mnohoclent:

3x+16 = A(x +2) + B(x — 3).

Pro urceni konstant A a B je nyni nejrychlejsi do rovnosti dosadit postupné oba koreny.
Vyjde:

x=-2: 10 = —-5B
x=3: 25 =5A
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Nyni jiz mizeme vypocitat integral. Dostaneme:

f 3x + 16 / 5 2
——dx = — dx =
x2—x—6 x—3 x4+2

dx dx
:5[ —2/ =S5Injx —3|—2In|x +2|+c.
x—3 x+2

Vysledek plati na kterémkoli z intervali (—oo, —2), (=2, 3) a (3, +00). A

Pifklad 2:  Vypodtéte neurdity integral [ x—5i3 =



Reseni. Jde o raciondlni ryze lomenou funkci, protoze st(1) = 0 < st(x> — x3) = 5. Jme-
novatel snadno rozloZime na soucin kofenovych Cinitela. Plati: =301 =
= x3(x — 1)(x + 1). VSechny kofeny jsou realné: trojndsobny kofen 0, jemuZ odpovida
troj¢lenny fetézec parcidlnich zlomki, a jednoduché kofeny 1 a —1, jimZz odpovidaji
jednoclenné feté€zce parcidlnich zlomki. Pfedpokladany tvar rozkladu je tudiz

| 1 A B C D E

= [ J— _— _|_ .
x=x3 xXx-DGx4+1D x3 x2 x x—-1 x+1

Abychom ur¢ili nezndmé konstanty A, B, C, D, E, vynasobime predchozi rovnost jme-
novatelem x3(x — 1)(x + 1). Dostaneme

1=AG> =D +Bx(x> =D +Cx*@? - D)+ DxXP(x+ D)+ Ex3(x — 1).

x=0: 1=-A = A=-—1,
x=1: 1=2D = D =1/2,
x=-—1: 1 =2FE = E=1)2.

1=(C+D+Ex*+(B+D—-—Ex>+(A—C)x>—Bx — A.

Xl 0=—B = B =0,

X2 0=A-C = C=-1.
f L / RN VRN VoA
——dx = _—— = X =
xd —x3 3 x x—-1 x+1
B /dx dx_I_I/ dx -I-I/ dx B
B x3 x 2) x—1 2J) x+1
1

1 1
:m—ln|x|—|—§1n|x—1|—|—§1n|x—|—1|—|—c.

Podle ptedchozich ndvodl vypocitejte neurcité integraly ndsledujicich raciondlnich lomenych funkeci :

- 2 dx _
Ulohal. | e =



5 dx
Uloha 2. f m =



Vysledky uloh

=

Il —1/—4Inlx -2+ 3Inlx -3 +c

2. L4 ln‘x;z‘ +c
x—1 x—1
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