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Rozklad na parcialni zliomky

Pti integrovani je potfeba ¢asto racionalni lomeny vyraz rozlozit na soucet jednodussich lomenych vyraz(, které
nasledné budeme umét integrovat. Tomuto postupu se fika rozklad na parcialni zlomky (Caste€né zlomky).

Zname:

P, (x)
Opnx)”

Racionalni lomena funkce je podil dvou mnohoclend
Cisla n a m oznaduji stupné po/ynomd P,x)aQ,,x).
Racionaln{ lomen4 funkce = Qm Je ryze lomena je-li stupen Citatele mensi nez stuperi jmenovatele tj. n < m.
Je-li naopak n > m, hovofime o neryze lomené funkci.
Kazdou neryze lomenou racionalni funkci Ize délenim pfevést na sou¢et mnohoclenu a ryze lomené racionalni
funkce (déleni polynom).

Stupen polynomu P,,(x) budeme znadit symbolem st (P) &ili st (P,(x)) = n.

Parcidlni zlomky jsou specidlni racionalni lomené funkce. RozliSujeme dva typy parcidlnich zlomkd (jsou vzdy ryze
lomené):

A Mx + N
\k

k
(x — (x2 +px + q)

kdek e N, a,A,M,N,p,ge R, p2-44 <0

Pro nasi dalSi praci je nezbytna tato duilezita véta:

Necht R(x) = g je raciondlni ryze lomena funkce s redlnymi koeficienty. Dale necht rozklad jmenovatele
O(x) na |redu0|b|In| (nerozlozitelné) Cinitele v realném oboru ma tvar:

Qx) =a- (x- al)kl e (0= ar)kr (x +pix+ ql) (x +pex + Cls)ls.

Potom funkci R(x) Ize napsat jako soucet parcidlnich zlomkd, pfi€éemz k-nasobnému redlnému kofenu jmeno-

vatele v odpovida k parcidlnich zlomku tvaru:
Ay Ap Ag

x—a 227 ma)k
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a [-nasobné dvojici komplexné sdruzenych kofenl jmenovatele, pfislusejicich kvadratickému trojélenu x= +

px + g odpovida [/ parcidlnich zlomku tvaru:
M1X+N1 M2X+N2 M].X'FNZ
x2+px+q’ (xz+px+q)2 T (x2+px+q)1

Pokud neni funkce R(x) ryze lomena (coz je velmi podstatny pfedpoklad), je tfeba ji nejprve pfevést na soucet
mnohoclenu a racionalni ryze lomené funkce vydélenim polynoma P(x) : Q(x), a tu pak Ize teprve rozkladat!

Uloha:
Promyslete, jaké vztahy musi platit mezi stupni polynom0 m, n a koeficienty &k, k,, ..., k,, 11,05, ..., ;.




Pozn.
Rozklad na parcialni zlomKky je vlastné jakymsi opa¢nym procesem k pfevodu na spole¢ného jmenovatele:

3 N 7 _3-(x—2)+7-(x+5)_ 10x + 29
xX+5 x-2 x+5 - -x-2)  x243x-10
obracené:
10x + 29 10x + 29 A B 3 7
= ... atd.

X2+3x-10 (@+5 (x-2 S Y15 T x-2 " x%5 " x=2

Postup nalezeni koeficientu rozkladu:

B Piesvedeime se, ze zadana funkce je ryze lomena!!! Pokud tomu tak neni, prevedeme na sou€et mnohoclenu
a racionalni ryze lomené funkce. Tu pak teprve rozkladame.

B Rozlozime jmenovatel na soucin ireducibilnich &initell (tj. soucin linearnich dvojélenl a kvadratickych troj¢lent
se zapornym diskriminantem) v realném oboru.

B Podie rozkladu napiSeme pfedpokladany tvar souétu parcialnich zlomk( s neznamymi koeficienty. Ten polozime
roven zadané racionalni ryze lomené funkci, jejiz jmenovatel si napiSeme ve tvaru soucinu.

B Vznikiou rovnici vynasobime jmenovatelem zadani. Dostaneme rovnost dvou mnoho¢lend.

M Dva mnohocleny se rovnaji prave tehdy, kdyZ jsou stejného stupné a u stejnych mocnin neznameé maji tytéz koe-
ficienty. Roznasobime tedy mnohocleny na obou stranach a slou¢ime €leny se stejnymi mocninami neznamée.
Pak porovname koeficienty u stejnych mocnin neznamé na levé a pravé strané rovnice. Soustava linearnich
rovnic (feSime soustavu linearnich rovnic).

B Jestlize ma jmenovatel redlné kofeny, je vyhodné dosadit je do vzniklé rovnice jesté pfed roznasobenim.
V8echny €leny s neznamymi koeficienty az na jeden totiz vymizi.

B Jinou metodou nalezeni koeficientt je do vzniklé rovnice dosadit libovolnych n+1 rliznych Cisel, kde n je nejvySsi
mocnina nezndmé, ktera se v rovnici vyskytuje. Dostaneme opét soustavu linearnich rovnic, ktera ma jediné
reeni.

Podle pfedchoziho navodu rozlozte racionalni lomené funkce na parcidlni zlomky:

Priklad 1: Rozlozte na parcidlni zlomky funkci R (x) = )ﬁ



Reseni. Funkce je ryze lomend, takZe nenf tieba délit. Rozklad jmenovatele je x> — 1 =
= (x + 1)(x — 1). Jmenovatel m4 tedy jednoduché kotfeny —1 a 1, kterym odpovidaji
jednoclenné fetézce parcidlnich zlomku prvniho typu. Tvar rozkladu bude
X A L B
x+Dx=1 x+1 x—-1"

Po vynédsobeni jmenovatelem (x + 1)(x — 1) obdrZime rovnici

x=Ax—-1)4+B(x+1).

Dosadime postupné oba redlné koreny. Vyjde:

x=-1 - —1=-2A - A=%,
x=1 — 1=2B - B=%-
Rozklad tedy je
1 1
xzx—lzx—zl—l—i_xil'
Priklad 2:

y o . 3 x24
Rozlozte na parcialni zlomky funkci R(x) = %



Reseni. Funkce je ryze lomend, takZe neni tfeba délit. Rozklad jmenovatele je zfejmé
x* 4+ x% = x?>(x? 4 1). Imenovatel m4 tedy dvojndsobny kofen 0 a dvojici jednoduchych
komplexné sdruZenych kofenti i a —i, kterym odpovidd mnoho¢len x? + 1. Kofenu 0 od-
povida dvojélenny fetézec parcidlnich zlomki prvniho typu, mnoho&lenu x2 4+ 1 odpovida
jednoclenny fetézec parcialnich zlomkt druhého typu. Tvar rozkladu bude

2x3—x>4+x-2 A B Cx+D
x2(x2+1) :x+;+m'
Po vyndsobeni jmenovatelem x2(x? 4 1) obdrzime rovnici
26% —x*+x —2=Ax(x* + 1) + B(x* + 1) + (Cx + D)x*.
Pravou stranu roznasobime a secteme. Vyjde:
267 —x*+x —2=(A+C)x’ + (B + D)x* + Ax + B.

Porovname koeficienty u stejnych mocnin x na levé a pravé strané rovnice.

X3 2=A+C, X : 1= A,
x2 —1=B+D, x0 ~2 =B.

Jetedy A=1,B=—-2,C =1aD = 1. Rozklad pak je

2 —x?4+x-2 1 2  x+1
x4 4 x2 x x2 x241 A
x3+3x2+4

Priklad 3: Rozlozte na parcialni zlomky funkci R(x) = Pt



Reseni. Funkce nenf ryze lomend, takZe je ji tieba nejprve vydélit. Podil vyjde 1 a zbytek
3x% — x + 6, coZ zapiseme takto:

R ! 3x2—x+6
() =1+ B4+x-2"
Nyni musime rozloZit jmenovatel, tj. najit kofeny rovnice x3 + x — 2 = 0. Je zfejmé, Ze
&islo 1 je kofenem této rovnice. Plati tedy x> + x — 2 = (x — 1)(x2 + x + 2). ProtoZe
kvadraticky troj¢len x% + x + 2 ma komplexn{ kofeny (diskriminant je D = —7 < 0), je
to jiz rozklad na ireducibilni Cinitele v redlném oboru. Jednoduchému kofenu 1 odpovida
parcidlni zlomek prvniho typu, trojélenu x> 4+ x + 2 parcidlni zlomek druhého typu. Tvar
rozkladu bude

3x2—x 46 A Bx+C

x—Dx24+x+2) :x—1+x2—|—x—|—2'

Po vynésobeni dostaneme rovnici
3x2—x+6=Ax>+x+2)+ Bx+O)(x — 1.

Dosadime redlny kofen x = 1. Vyjde ndm 8 = 4A, tj. A = 2. Pro zbyvajici dvé ¢isla
dostaneme rovnice porovnanim koeficienti u stejnych mocnin x na levé a pravé strané
rovnice. Po roznasobeni a slouceni ¢lenti se stejnymi mocninami nezndmé obdrzime

3x2 —x+6=(A+B)x*+(A—B+C)x +24 - C.
Vybereme libovolné dvé rovnice obsahujici B a C.

2. _ 0. _

X< 3=A+ B, X 6=2A—-C.

Tedy B = 1a C = —2. Rozklad ma tvar

3x2—x+6 2 L_ox=2
B4+x—2 x—-1 x2+x+2°

Pro zadanou neryze lomenou raciondlni funkci tedy vyjde

x34+3x2+4 2 x—2
x°+x—-2 x—1 x4+x+2 A
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