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Rozklad na parciální zlomky

Při integrování je potřeba často racionální lomený výraz rozložit na součet jednodušších lomených výrazů, které
následně budeme umět integrovat. Tomuto postupu se říká rozklad na parciální zlomky (částečné zlomky).

Známe:
a) Racionální lomená funkce je podíl dvou mnohočlenů 𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥) .
Čísla 𝑛 a 𝑚 označují stupně polynomů 𝑃𝑛(𝑥) a 𝑄𝑚(𝑥).

b) Racionální lomená funkce 𝑃𝑛(𝑥)
𝑄𝑚(𝑥) je ryze lomená je-li stupeň čitatele menší než stupeň jmenovatele tj. 𝑛 < 𝑚.

Je-li naopak 𝑛 > 𝑚, hovoříme o neryze lomené funkci.
c) Každou neryze lomenou racionální funkci lze dělením převést na součet mnohočlenu a ryze lomené racionální

funkce (dělení polynomů).
d) Stupeň polynomu 𝑃𝑛(𝑥) budeme značit symbolem 𝑠𝑡(𝑃) čili 𝑠𝑡 (𝑃𝑛(𝑥)) = 𝑛.

Parciální zlomky jsou speciální racionální lomené funkce. Rozlišujeme dva typy parciálních zlomků (jsou vždy ryze
lomené):

𝐴
(𝑥 − 𝛼)𝑘

𝑀𝑥 + 𝑁
(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘

kde 𝑘 ∈ ℕ, 𝛼, 𝐴, 𝑀, 𝑁, 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ, 𝑝2 − 4𝑞 < 0

Pro naši další práci je nezbytná tato důležitá věta:

Nechť 𝑅(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)
𝑄𝑚(𝑥) je racionální ryze lomená funkce s reálnými koeficienty. Dále nechť rozklad jmenovatele

𝑄(𝑥) na ireducibilní (nerozložitelné) činitele v reálném oboru má tvar:

𝑄(𝑥) = 𝑎 ⋅ (𝑥 − 𝛼1)𝑘1 … (𝑥 − 𝛼𝑟)
𝑘𝑟 (𝑥2 + 𝑝1𝑥 + 𝑞1)𝑙1 … (𝑥2 + 𝑝𝑠𝑥 + 𝑞𝑠)

𝑙𝑠.

Potom funkci 𝑅(𝑥) lze napsat jako součet parciálních zlomků, přičemž 𝑘 -násobnému reálnému kořenu jmeno-
vatele 𝛼 odpovídá 𝑘 parciálních zlomků tvaru:
𝐴1

𝑥−𝛼 , 𝐴2

(𝑥−𝛼)2 , …, 𝐴𝑘

(𝑥−𝛼)𝑘

a 𝑙-násobné dvojici komplexně sdružených kořenů jmenovatele, přislušejících kvadratickému trojčlenu 𝑥2 +
𝑝𝑥 + 𝑞 odpovídá 𝑙 parciálních zlomků tvaru:
𝑀1𝑥+𝑁1
𝑥2+𝑝𝑥+𝑞 , 𝑀2𝑥+𝑁2

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)2 , …, 𝑀𝑙𝑥+𝑁𝑙

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑙 .

Pokud není funkce 𝑅(𝑥) ryze lomená (což je velmi podstatný předpoklad), je třeba ji nejprve převést na součet
mnohočlenu a racionální ryze lomené funkce vydělením polynomů 𝑃(𝑥) : 𝑄(𝑥), a tu pak lze teprve rozkládat!

Úloha:
Promyslete, jaké vztahy musí platit mezi stupni polynomů 𝑚, 𝑛 a koeficienty 𝑘1, 𝑘2, …, 𝑘𝑟 , 𝑙1, 𝑙2, …, 𝑙𝑠.



Pozn.
Rozklad na parciální zlomky je vlastně jakýmsi opačným procesem k převodu na společného jmenovatele:

3
𝑥 + 5 + 7

𝑥 − 2 = 3 ⋅ (𝑥 − 2) + 7 ⋅ (𝑥 + 5)
(𝑥 + 5) ⋅ (𝑥 − 2) = 10𝑥 + 29

𝑥2 + 3𝑥 − 10

obráceně:

10𝑥 + 29
𝑥2 + 3𝑥 − 10

= 10𝑥 + 29
(𝑥 + 5) ⋅ (𝑥 − 2) = … atd. = 𝐴

𝑥 + 5 + 𝐵
𝑥 − 2 = 3

𝑥 + 5 + 7
𝑥 − 2

Postup nalezení koeficientů rozkladu:

Přesvědčíme se, že zadaná funkce je ryze lomená!!! Pokud tomu tak není, převedeme na součet mnohočlenu
a racionální ryze lomené funkce. Tu pak teprve rozkládáme.
Rozložíme jmenovatel na součin ireducibilních činitelů (tj. součin lineárních dvojčlenů a kvadratických trojčlenů
se záporným diskriminantem) v reálném oboru.
Podle rozkladu napíšeme předpokládaný tvar součtu parciálních zlomků s neznámými koeficienty. Ten položíme
roven zadané racionální ryze lomené funkci, jejíž jmenovatel si napíšeme ve tvaru součinu.
Vzniklou rovnici vynásobíme jmenovatelem zadání. Dostaneme rovnost dvou mnohočlenů.
Dva mnohočleny se rovnají právě tehdy, když jsou stejného stupně a u stejných mocnin neznámé mají tytéž koe-
ficienty. Roznásobíme tedy mnohočleny na obou stranách a sloučíme členy se stejnými mocninami neznámé.
Pak porovnáme koeficienty u stejných mocnin neznámé na levé a pravé straně rovnice. Soustava lineárních
rovnic (řešíme soustavu lineárních rovnic).
Jestliže má jmenovatel reálné kořeny, je výhodné dosadit je do vzniklé rovnice ještě před roznásobením.
Všechny členy s neznámými koeficienty až na jeden totiž vymizí.
Jinou metodou nalezení koeficientů je do vzniklé rovnice dosadit libovolných 𝑛+1 různých čísel, kde 𝑛 je nejvyšší
mocnina neznámé, která se v rovnici vyskytuje. Dostaneme opět soustavu lineárních rovnic, která má jediné
řešení.

Podle předchozího návodu rozložte racionální lomené funkce na parciální zlomky:

Příklad 1: Rozložte na parciální zlomky funkci 𝑅(𝑥) = 𝑥
𝑥2−1 .
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ii) V komplexnı́m oboru (tj. koeficienty zadané racionálnı́ lomené funkce mohou být
i komplexnı́) lze dokázat obdobnou větu, v nı́ž ale vystačı́me jen s parciálnı́mi zlomky
prvnı́ho typu. To je dáno tı́m, že v komplexnı́m oboru lze mnohočlen vždy rozložit
na součin mocnin lineárnı́ch mnohočlenů. Samozřejmě koeficienty v rozkladu jsou
obecně také komplexnı́ čı́sla.

Postup nalezenı́ koeficientů rozkladu

1. Nejprve se přesvědčı́me, že zadaná funkce je ryze lomená. Pokud tomu tak nenı́,
převedeme ji dělenı́m na součet mnohočlenu a racionálnı́ ryze lomené funkce. Tu pak
teprve rozkládáme.

2. Rozložı́me jmenovatel na součin ireducibilnı́ch činitelů v reálném oboru.
3. Podle tohoto rozkladu napı́šeme předpokládaný tvar rozkladu na parciálnı́ zlomky

s neznámými koeficienty. Ten položı́me roven zadané racionálnı́ ryze lomené funkci,
jejı́ž jmenovatel si napı́šeme ve tvaru součinu zı́skaného v bodě 2.

4. Vzniklou rovnici vynásobı́me jmenovatelem zadánı́. Dostaneme rovnost dvou mnoho-
členů. Na jedné straně rovnice je mnohočlen se známými koeficienty, na druhé straně
mnohočlen s neznámými koeficienty.

5. Dva mnohočleny se rovnajı́ právě tehdy, když jsou stejného stupně a u stejných moc-
nin neznámé majı́ tytéž koeficienty. Roznásobı́me tedy mnohočleny na obou stranách
a sloučı́me členy se stejnými mocninami neznámé. Pak porovnáme koeficienty u stej-
ných mocnin neznámé na levé a pravé straně rovnice. Dostaneme soustavu lineárnı́ch
rovnic, která má vzhledem k jednoznačnosti rozkladu právě jedno řešenı́.

6. Jestliže má jmenovatel reálné kořeny, je výhodné dosadit je do vzniklé rovnice ještě
před roznásobenı́m. Všechny členy s neznámými koeficienty až na jeden totiž vymizı́,
a tak snadno dostaneme za každý takový kořen jeden neznámý koeficient. Pak stačı́
porovnat koeficienty jen u některých mocnin neznámé (tak, abychom dostali potřebný
počet rovnic pro ty koeficienty, jejichž hodnoty ještě nemáme).

7. Jinou metodou nalezenı́ koeficientů je do vzniklé rovnice dosadit libovolných n+ 1
různých čı́sel, kde n je nejvyššı́ mocnina neznámé, která se v rovnici vyskytuje. Do-
staneme opět soustavu lineárnı́ch rovnic, která má jediné řešenı́.

+

Přı́klad 2.33. Rozložte na parciálnı́ zlomky racionálnı́ lomenou funkci

R(x) =
x

x2 − 1
.

Řešenı́. Funkce je ryze lomená, takže nenı́ třeba dělit. Rozklad jmenovatele je x2
− 1 =

= (x + 1)(x − 1). Jmenovatel má tedy jednoduché kořeny −1 a 1, kterým odpovı́dajı́
jednočlenné řetězce parciálnı́ch zlomků prvnı́ho typu. Tvar rozkladu bude

x

(x + 1)(x − 1)
=

A

x + 1
+

B

x − 1
.

Po vynásobenı́ jmenovatelem (x + 1)(x − 1) obdržı́me rovnici

x = A(x − 1)+ B(x + 1).

2.3 Rozklad na parciálnı́ zlomky 43

Dosadı́me postupně oba reálné kořeny. Vyjde:

x = −1 =⇒ −1 = −2A =⇒ A =
1
2
,

x = 1 =⇒ 1 = 2B =⇒ B =
1
2
.

Rozklad tedy je
x

x2 − 1
=

1
2

x + 1
+

1
2

x − 1
.

N

+

Přı́klad 2.34. Rozložte na parciálnı́ zlomky racionálnı́ lomenou funkci

R(x) =
2x3
− x2

+ x − 2
x4 + x2 .

Řešenı́. Funkce je ryze lomená, takže nenı́ třeba dělit. Rozklad jmenovatele je zřejmě
x4
+ x2

= x2(x2
+ 1). Jmenovatel má tedy dvojnásobný kořen 0 a dvojici jednoduchých

komplexně sdružených kořenů i a −i, kterým odpovı́dá mnohočlen x2
+ 1. Kořenu 0 od-

povı́dá dvojčlenný řetězec parciálnı́ch zlomků prvnı́ho typu, mnohočlenu x2
+1 odpovı́dá

jednočlenný řetězec parciálnı́ch zlomků druhého typu. Tvar rozkladu bude

2x3
− x2

+ x − 2
x2(x2 + 1)

=
A

x
+
B

x2 +
Cx +D

x2 + 1
.

Po vynásobenı́ jmenovatelem x2(x2
+ 1) obdržı́me rovnici

2x3
− x2

+ x − 2 = Ax(x2
+ 1)+ B(x2

+ 1)+ (Cx +D)x2.

Pravou stranu roznásobı́me a sečteme. Vyjde:

2x3
− x2

+ x − 2 = (A+ C)x3
+ (B +D)x2

+ Ax + B.

Porovnáme koeficienty u stejných mocnin x na levé a pravé straně rovnice.

x3
: 2 = A+ C, x : 1 = A,

x2
: −1 = B +D, x0

: −2 = B.

Je tedy A = 1, B = −2, C = 1 a D = 1. Rozklad pak je

2x3
− x2

+ x − 2
x4 + x2 =

1
x
−

2
x2 +

x + 1
x2 + 1

.
N

Příklad 2: Rozložte na parciální zlomky funkci 𝑅(𝑥) = 2𝑥3−𝑥2+𝑥−2
𝑥4+𝑥2 .



2.3 Rozklad na parciálnı́ zlomky 43

Dosadı́me postupně oba reálné kořeny. Vyjde:

x = −1 =⇒ −1 = −2A =⇒ A =
1
2
,

x = 1 =⇒ 1 = 2B =⇒ B =
1
2
.

Rozklad tedy je
x

x2 − 1
=

1
2

x + 1
+

1
2

x − 1
.

N

+

Přı́klad 2.34. Rozložte na parciálnı́ zlomky racionálnı́ lomenou funkci

R(x) =
2x3
− x2

+ x − 2
x4 + x2 .

Řešenı́. Funkce je ryze lomená, takže nenı́ třeba dělit. Rozklad jmenovatele je zřejmě
x4
+ x2

= x2(x2
+ 1). Jmenovatel má tedy dvojnásobný kořen 0 a dvojici jednoduchých

komplexně sdružených kořenů i a −i, kterým odpovı́dá mnohočlen x2
+ 1. Kořenu 0 od-

povı́dá dvojčlenný řetězec parciálnı́ch zlomků prvnı́ho typu, mnohočlenu x2
+1 odpovı́dá

jednočlenný řetězec parciálnı́ch zlomků druhého typu. Tvar rozkladu bude

2x3
− x2

+ x − 2
x2(x2 + 1)

=
A

x
+
B

x2 +
Cx +D

x2 + 1
.

Po vynásobenı́ jmenovatelem x2(x2
+ 1) obdržı́me rovnici

2x3
− x2

+ x − 2 = Ax(x2
+ 1)+ B(x2

+ 1)+ (Cx +D)x2.

Pravou stranu roznásobı́me a sečteme. Vyjde:

2x3
− x2

+ x − 2 = (A+ C)x3
+ (B +D)x2

+ Ax + B.

Porovnáme koeficienty u stejných mocnin x na levé a pravé straně rovnice.

x3
: 2 = A+ C, x : 1 = A,

x2
: −1 = B +D, x0

: −2 = B.

Je tedy A = 1, B = −2, C = 1 a D = 1. Rozklad pak je

2x3
− x2

+ x − 2
x4 + x2 =

1
x
−

2
x2 +

x + 1
x2 + 1

.
N

Příklad 3: Rozložte na parciální zlomky funkci 𝑅(𝑥) = 𝑥3+3𝑥2+4
𝑥3+𝑥−2 .
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+

Přı́klad 2.35. Rozložte na parciálnı́ zlomky racionálnı́ lomenou funkci

R(x) =
x3
+ 3x2

+ 4
x3 + x − 2

.

Řešenı́. Funkce nenı́ ryze lomená, takže je ji třeba nejprve vydělit. Podı́l vyjde 1 a zbytek
3x2
− x + 6, což zapı́šeme takto:

R(x) = 1+
3x2
− x + 6

x3 + x − 2
.

Nynı́ musı́me rozložit jmenovatel, tj. najı́t kořeny rovnice x3
+ x − 2 = 0. Je zřejmé, že

čı́slo 1 je kořenem této rovnice. Platı́ tedy x3
+ x − 2 = (x − 1)(x2

+ x + 2). Protože
kvadratický trojčlen x2

+ x + 2 má komplexnı́ kořeny (diskriminant je D = −7 < 0), je
to již rozklad na ireducibilnı́ činitele v reálném oboru. Jednoduchému kořenu 1 odpovı́dá
parciálnı́ zlomek prvnı́ho typu, trojčlenu x2

+ x + 2 parciálnı́ zlomek druhého typu. Tvar
rozkladu bude

3x2
− x + 6

(x − 1)(x2 + x + 2)
=

A

x − 1
+

Bx + C

x2 + x + 2
.

Po vynásobenı́ dostaneme rovnici

3x2
− x + 6 = A(x2

+ x + 2)+ (Bx + C)(x − 1).

Dosadı́me reálný kořen x = 1. Vyjde nám 8 = 4A, tj. A = 2. Pro zbývajı́cı́ dvě čı́sla
dostaneme rovnice porovnánı́m koeficientů u stejných mocnin x na levé a pravé straně
rovnice. Po roznásobenı́ a sloučenı́ členů se stejnými mocninami neznámé obdržı́me

3x2
− x + 6 = (A+ B)x2

+ (A− B + C)x + 2A− C.

Vybereme libovolně dvě rovnice obsahujı́cı́ B a C.

x2
: 3 = A+ B, x0

: 6 = 2A− C.

Tedy B = 1 a C = −2. Rozklad má tvar

3x2
− x + 6

x3 + x − 2
=

2
x − 1

+
x − 2

x2 + x + 2
.

Pro zadanou neryze lomenou racionálnı́ funkci tedy vyjde

x3
+ 3x2

+ 4
x3 + x − 2

= 1+
2

x − 1
+

x − 2
x2 + x + 2

.
N
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