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Neurčitý integrál – metoda per partes (tj. po částech)

Podstata metody:
Metoda plyne z pravidla o derivování součinu dvou funkcí. Mají-li funkce 𝑢(𝑥) a 𝑣(𝑥) – zkráceně 𝑢 a 𝑣 v nějakém
intervalu spojité derivace, platí pro derivaci součinu funkcí vzorec (𝑢 ⋅ 𝑣)′ = 𝑢′ ⋅ 𝑣 + 𝑢 ⋅ 𝑣′. Integrací této rovnice
dostaneme:

∫ (𝑢 ⋅ 𝑣)′ d𝑥 = ∫ 𝑢′ ⋅ 𝑣 d𝑥 + ∫ 𝑢 ⋅ 𝑣′ d𝑥

a odtud získáme vzorec, který předpisuje postup při integrování metou per partes:

∫ 𝑢′ ⋅ 𝑣 d𝑥 = 𝑢 ⋅ 𝑣 − ∫ 𝑢 ⋅ 𝑣′ d𝑥

Postup:

1) Integrovanou funkci rozložíme na součin tak, aby se integrál funkce dal poměrně snadno určit (nejlépe ze zá-
kladních integrálů).

2) Určíme, kterou funkci považujeme za 𝑢′ a kterou za 𝑣.
3) Funkci označenou jako 𝑢′ integrujeme (musíme to umět), funkci označenou jako 𝑣 zderivujeme.
4) Dosadíme do vzorce.
5) Metoda je úspěšná, je-li integrál na pravé straně jednodušší než integrál na straně levé. Někdy je třeba postup

i několikrát opakovat.
6) Pokud se při výpočtu „zacyklíme“ tj. dostaneme se do integrálu stejné funkce, sestavíme rovnici z níž integrál

vyjádříme.

Příklad 1: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ 𝑥 sin 𝑥 d𝑥 =

Řešení:
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Tato volba tedy vedla k cı́li. Výpočet obvykle zapisujeme do jakési tabulky, takže zápis
vypadá následovně:∫

x sin x dx =
∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v′ = sin x v = − cos x

∣∣∣∣ = x(− cos x)−
∫

1 · (− cos x) dx =

= −x cos x +
∫

cos x dx = −x cos x + sin x + c.

Při ručnı́m zápisu pı́šeme tabulku bud’ pod integrál nebo vedle něho, zde budeme
s ohledem na mı́sto dávat přednost zápisu vedle integrálu a od zbytku výpočtu ji oddělı́me
svislými čarami.

Je dobré zvyknout si psát tuto pomocnou tabulku pořád stejně co do umı́stěnı́ u, u′, v
a v′. Tento návyk vám umožnı́ vyhnout se zbytečným chybám. Tedy v levém sloupci jsou
funkce u a v′ ze zadaného integrálu, na „hlavnı́ diagonále“ tabulky máme u a v a v pravém
sloupci máme funkce u′ a v nového integrálu. Přı́slušné dvojice jsou ve vzorci (2.6) spolu
vždy vynásobeny.

Zkusı́me nynı́ ještě druhou volbu. Dostaneme∫
x sin x dx =

∣∣∣∣ u = sin x u′ = cos x
v′ = x v = x2

2

∣∣∣∣ = x2

2
sin x −

∫
(cos x)

x2

2
dx =

=
x2

2
sin x −

1
2

∫
x2 cos x dx.

Předchozı́ rovnost je sice správná, ale nový integrál je očividně složitějšı́ než výchozı́,
takže tato volba nevede k cı́li. N

Než si ukážeme dalšı́ přı́klady, uvedeme si tabulku typických funkcı́, jejichž neurčité
integrály lze spočı́tat metodou per partes. Zároveň bude řečeno, kterou funkci derivujeme
a kterou integrujeme. Výčet pochopitelně nenı́ vyčerpávajı́cı́, existujı́ i dalšı́ integrály,
které lze vyřešit pomocı́ metody per partes. Nicméně je důležité tyto základnı́ typy znát,
abyste se bez váhánı́ dokázali správně rozhodnout.

Integrály řešitelné metodou per partes

V následujı́cı́ch tabulkách je P(x)mnohočlen a a je nenulová konstanta. V prvnı́m sloupci
je uveden integrand, ve druhém sloupci je uvedeno, kterou funkci budeme derivovat, a ve
třetı́m, kterou funkci budeme integrovat. Přehled rozdělı́me do dvou částı́.

U prvnı́ skupiny derivujeme mnohočlen a integrujeme druhý činitel. Nový integrál
bude součinem mnohočlenu, jehož stupeň bude o jedničku menšı́, a druhé funkce, která
bude obdobná jako ve výchozı́m integrálu (exponenciálnı́ funkce eax se zachová, funkce
sinus a kosinus se prohodı́).

U druhé skupiny integrujeme mnohočlen a derivujeme druhý činitel. Opačná volba
by ani nebyla možná, protože logaritmickou funkci, funkci arkussinus atd. ani neumı́me
(zatı́m) integrovat. Derivacı́ se naopak těchto „nepřı́jemných“ funkcı́ zbavı́me. Jejich



Příklad 2: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ (2𝑥 − 1) ln 𝑥 d𝑥 =

Řešení:
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= −(x2
+ 1) e−x − 2x e−x + 2

∫
e−x dx =

= −(x2
+ 1) e−x − 2x e−x − 2e−x + c = −(x2

+ 2x + 3) e−x + c. N

+Přı́klad 2.12. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(2x − 1) ln x dx, x ∈ (0,+∞).

Řešenı́. Jde o integrál z tabulky 2.3, mnohočlen 2x − 1 tudı́ž budeme integrovat a loga-
ritmickou funkci budeme derivovat. Následně vyjde∫

(2x − 1) ln x dx =

∣∣∣∣∣ u = ln x u′ = 1
x

v′ = 2x − 1 v = x2
− x

∣∣∣∣∣ =
= (ln x)(x2

− x)−

∫
1
x
(x2
− x) dx =

= (x2
− x) ln x −

∫
(x − 1) dx = (x2

− x) ln x −
1
2
x2
+ x + c.

N

+Přı́klad 2.13. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

arccotg x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Tento integrál zdánlivě nemá tvar součinu. Ale za druhý činitel si vždy můžeme
představit jedničku, což je vlastně mnohočlen stupně nula. Jde tedy o integrál uvedený
v tabulce 2.3. Derivovat tudı́ž budeme funkci arkuskotangens a integrovat jedničku. Vyjde
tedy ∫

arccotgx dx =
∣∣∣∣ u = arccotg x u′ = − 1

x2+1
v′ = 1 v = x

∣∣∣∣ =
= (arccotg x)x −

∫ (
−

1
x2 + 1

)
x dx = x arccotg x +

∫
x

x2 + 1
dx =

= x arccotg x +
1
2

∫
2x

x2 + 1
dx = x arccotg x +

1
2

ln(x2
+ 1)+ c.

K výpočtu poslednı́ho integrálu jsme použili vzorec 14. N

V následujı́cı́ch přı́kladech si ukážeme dalšı́ obrat, který se v souvislosti s metodou
per partes často použı́vá. Tento obrat spočı́vá v tom, že po integraci per partes (přı́padně
opakované) a úpravách se nám znovu objevı́ výchozı́ integrál, který máme určit. Tı́m
dostaneme pro tento integrál rovnici∫

f (x) dx = h(x)+ α
∫
f (x) dx, α ∈ R, α 6= 0

(jejı́ levá strana je výchozı́ integrál a pravá strana je závěrečný výraz), z nı́ž ho můžeme
vypočı́tat (pokud se nezrušı́, tj. pokud α 6= 1).

Příklad 3: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ (𝑥2 + 1)𝑒−𝑥 d𝑥 =

Řešení:
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Integrand u v′

P(x) eax P(x) eax

P(x) sin ax P (x) sin ax

P (x) cos ax P (x) cos ax

Tab. 2.2: Metoda per partes — prvnı́ část

Integrand u v′

P(x) ln x ln x P (x)

P (x) arcsin ax arcsin ax P (x)

P (x) arccos ax arccos ax P (x)

P (x) arctg ax arctg ax P (x)

P (x) arccotg ax arccotg ax P (x)

Tab. 2.3: Metoda per partes — druhá část

derivace jsou totiž pro integraci „jednoduššı́“ ((ln x)′ = 1/x, (arcsin x)′ = 1/
√

1− x2,
(arctg x)′ = 1/(x2

+ 1) atd.).

+ Přı́klad 2.11. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(x2
+ 1) e−x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Jde o funkci typu „mnohočlen krát exponenciálnı́ funkce“, kterou najdeme v ta-
bulce 2.2. Mnohočlen x2

+1 tedy budeme derivovat a exponenciálnı́ funkci e−x integrovat.
Zároveň si v tomto přı́kladu ukážeme typický rys metody per partes, a to opakované po-
užitı́. Jak uvidı́me, dostaneme integrál obdobného typu „mnohočlen krát exponenciálnı́
funkce“, ale mnohočlen bude mı́t nižšı́ stupeň. Použijeme tedy metodu per partes ještě
jednou. Obecně u této prvnı́ skupiny funkcı́ uvedené v tabulce 2.2 pokračujeme tak dlouho,
až se derivovánı́m mnohočlen převede na konstantu (je-li jeho stupeň n, bude to po n-té
derivaci). V našem přı́padě postupně dostaneme∫

(x2
+ 1) e−x dx =

∣∣∣∣ u = x2
+ 1 u′ = 2x

v′ = e−x v = −e−x

∣∣∣∣ =
= (x2

+ 1)(−e−x)−
∫

2x(−e−x) dx =

= −(x2
+ 1) e−x + 2

∫
x e−x dx =

∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v′ = e−x v = −e−x

∣∣∣∣ =
= −(x2

+ 1) e−x + 2
[
x(−e−x)−

∫
1 · (−e−x) dx

]
=
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= −(x2
+ 1) e−x − 2x e−x + 2

∫
e−x dx =

= −(x2
+ 1) e−x − 2x e−x − 2e−x + c = −(x2

+ 2x + 3) e−x + c. N
+Přı́klad 2.12. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(2x − 1) ln x dx, x ∈ (0,+∞).

Řešenı́. Jde o integrál z tabulky 2.3, mnohočlen 2x − 1 tudı́ž budeme integrovat a loga-
ritmickou funkci budeme derivovat. Následně vyjde∫

(2x − 1) ln x dx =

∣∣∣∣∣ u = ln x u′ = 1
x

v′ = 2x − 1 v = x2
− x

∣∣∣∣∣ =
= (ln x)(x2

− x)−

∫
1
x
(x2
− x) dx =

= (x2
− x) ln x −

∫
(x − 1) dx = (x2

− x) ln x −
1
2
x2
+ x + c.

N

+Přı́klad 2.13. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

arccotg x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Tento integrál zdánlivě nemá tvar součinu. Ale za druhý činitel si vždy můžeme
představit jedničku, což je vlastně mnohočlen stupně nula. Jde tedy o integrál uvedený
v tabulce 2.3. Derivovat tudı́ž budeme funkci arkuskotangens a integrovat jedničku. Vyjde
tedy ∫

arccotgx dx =
∣∣∣∣ u = arccotg x u′ = − 1

x2+1
v′ = 1 v = x

∣∣∣∣ =
= (arccotg x)x −

∫ (
−

1
x2 + 1

)
x dx = x arccotg x +

∫
x

x2 + 1
dx =

= x arccotg x +
1
2

∫
2x

x2 + 1
dx = x arccotg x +

1
2

ln(x2
+ 1)+ c.

K výpočtu poslednı́ho integrálu jsme použili vzorec 14. N

V následujı́cı́ch přı́kladech si ukážeme dalšı́ obrat, který se v souvislosti s metodou
per partes často použı́vá. Tento obrat spočı́vá v tom, že po integraci per partes (přı́padně
opakované) a úpravách se nám znovu objevı́ výchozı́ integrál, který máme určit. Tı́m
dostaneme pro tento integrál rovnici∫

f (x) dx = h(x)+ α
∫
f (x) dx, α ∈ R, α 6= 0

(jejı́ levá strana je výchozı́ integrál a pravá strana je závěrečný výraz), z nı́ž ho můžeme
vypočı́tat (pokud se nezrušı́, tj. pokud α 6= 1).

Příklad 4: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ arccotg 𝑥 d𝑥 =
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= −(x2
+ 1) e−x − 2x e−x + 2

∫
e−x dx =

= −(x2
+ 1) e−x − 2x e−x − 2e−x + c = −(x2

+ 2x + 3) e−x + c. N

+Přı́klad 2.12. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(2x − 1) ln x dx, x ∈ (0,+∞).

Řešenı́. Jde o integrál z tabulky 2.3, mnohočlen 2x − 1 tudı́ž budeme integrovat a loga-
ritmickou funkci budeme derivovat. Následně vyjde∫

(2x − 1) ln x dx =

∣∣∣∣∣ u = ln x u′ = 1
x

v′ = 2x − 1 v = x2
− x

∣∣∣∣∣ =
= (ln x)(x2

− x)−

∫
1
x
(x2
− x) dx =

= (x2
− x) ln x −

∫
(x − 1) dx = (x2

− x) ln x −
1
2
x2
+ x + c.

N

+Přı́klad 2.13. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

arccotg x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Tento integrál zdánlivě nemá tvar součinu. Ale za druhý činitel si vždy můžeme
představit jedničku, což je vlastně mnohočlen stupně nula. Jde tedy o integrál uvedený
v tabulce 2.3. Derivovat tudı́ž budeme funkci arkuskotangens a integrovat jedničku. Vyjde
tedy ∫

arccotgx dx =
∣∣∣∣ u = arccotg x u′ = − 1

x2+1
v′ = 1 v = x

∣∣∣∣ =
= (arccotg x)x −

∫ (
−

1
x2 + 1

)
x dx = x arccotg x +

∫
x

x2 + 1
dx =

= x arccotg x +
1
2

∫
2x

x2 + 1
dx = x arccotg x +

1
2

ln(x2
+ 1)+ c.

K výpočtu poslednı́ho integrálu jsme použili vzorec 14. N

V následujı́cı́ch přı́kladech si ukážeme dalšı́ obrat, který se v souvislosti s metodou
per partes často použı́vá. Tento obrat spočı́vá v tom, že po integraci per partes (přı́padně
opakované) a úpravách se nám znovu objevı́ výchozı́ integrál, který máme určit. Tı́m
dostaneme pro tento integrál rovnici∫

f (x) dx = h(x)+ α
∫
f (x) dx, α ∈ R, α 6= 0

(jejı́ levá strana je výchozı́ integrál a pravá strana je závěrečný výraz), z nı́ž ho můžeme
vypočı́tat (pokud se nezrušı́, tj. pokud α 6= 1).



Příklad 5: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ 𝑒𝑥 sin 𝑥 d𝑥 =

Řešení: Použijeme dvakrát metodu per partes a závěrem vyjádříme integrál z rovnice:
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+ Přı́klad 2.14. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

ex sin x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Nejde o žádný z typů uvedených v tabulkách 2.2 a 2.3. Použijeme postupně
dvakrát metodu per partes, přičemž vždy budeme exponenciálnı́ funkce derivovat a druhý
činitel integrovat (jinak bychom se vrátili zpátky k samotnému zadanému integrálu).
Dostaneme∫

ex sin x dx =
∣∣∣∣ u = ex u′ = ex

v′ = sin x v = − cos x

∣∣∣∣ =
= ex(− cos x)−

∫
ex(− cos x) dx = −ex cos x +

∫
ex cos x dx =

=

∣∣∣∣ u = ex u′ = ex

v′ = cos x v = sin x

∣∣∣∣ = −ex cos x + ex sin x −
∫

ex sin x dx.

Dostali jsme tedy rovnici∫
ex sin x dx = −ex cos x + ex sin x −

∫
ex sin x dx,

z nı́ž již snadno vypočı́táme, že

2
∫

ex sin x dx = −ex cos x + ex sin x + c,∫
ex sin x dx =

1
2

ex(sin x − cos x)+ c.

Někdo možná čekal ve výsledku hodnotu c
2 , ale je-li c libovolná konstanta, je c

2 také
libovolná konstanta (vlastně jsme provedli přeznačenı́ zlomku c

2 a pro novou hodnotu
jsme použili totéž pı́smeno). V dalšı́m textu už tento obrat nebudeme komentovat. N

+ Přı́klad 2.15. Vypočtěte neurčitý integrál
∫ √

1− x2 dx, x ∈ (−1, 1).

Řešenı́. Opět nalezneme rovnici pro hledaný integrál. Za jeden činitel volı́me jedničku.
Vyjde tudı́ž∫ √

1− x2 dx =

∣∣∣∣∣ u =
√

1− x2 u′ = − x√
1−x2

v′ = 1 v = x

∣∣∣∣∣ =
= x

√
1− x2 −

∫
−x2
√

1− x2
dx = x

√
1− x2 −

∫
1− x2

− 1
√

1− x2
dx =

= x
√

1− x2 −

∫ (
1− x2
√

1− x2
−

1
√

1− x2

)
dx =

= x
√

1− x2 −

∫ √
1− x2 dx +

∫
dx

√
1− x2

=

= x
√

1− x2 −

∫ √
1− x2 dx + arcsin x.

Podle předchozích návodů vypočítejte metodou per partes neurčité integrály:

Úloha 1. ∫ cos2 d𝑥 = (řešete i substituční metodou)

Úloha 2. ∫ 𝑥 cos 𝑥 d𝑥 =

Úloha 3. ∫ 𝑥 arctg 𝑥 d𝑥 =



Úloha 4. ∫ 𝑥2 cos 𝑥 d𝑥 =

Úloha 5. ∫ 𝑥 ln 𝑥 d𝑥 =

Úloha 6. ∫ ln 𝑥
𝑥 d𝑥 =



Výsledky úloh

1. 1
2 sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝑥

2 + 𝑐
2. 𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥 + 𝑐
3. 𝑥2+1

2 arctg 𝑥 − 𝑥
2 + 𝑐

4. 𝑥2 sin 𝑥 − 2 sin 𝑥 + 2𝑥 cos 𝑥 + 𝑐
5. 1

2𝑥2 ln 𝑥 − 𝑥2

4 + 𝑐
6. 1

2 ln2 𝑥 + 𝑐
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