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Primitivní funkce, neurčitý integrál
Úloha:
K zadané funkci 𝑓 hledáme funkci 𝐹 takovou, aby platilo:

𝐹′ = 𝑓

Otázky:

Jakou funkci 𝐹 je třeba derivovat, abychom dostali zadanou
funkci 𝑓 ?
Existuje vůbec taková funkce 𝐹?
Může být více takových funkcí?
Umožní znalost směrnic tečen ke grafu fce najít tuto funkci?
Jak ke konkrétně zadané elementární funkci 𝑓 takovou funkci na-
jít?



Derivovat umíme! Zkuste zpaměti najít takové funkce, které by po
zderivování daly funkce:

a) 𝑓1: 𝑦 = 1
𝑥

b) 𝑓2: 𝑦 = sin 𝑥
c) 𝑓3: 𝑦 = 𝑥



Výsledky:

a) např. 𝐹1: 𝑦 = ln 𝑥 (ln 𝑥) ′ = 1
𝑥

b) např. 𝐹2: 𝑦 = − cos 𝑥 (− cos 𝑥) ′ = −(− sin 𝑥) = sin 𝑥

c) např. 𝐹3: 𝑦 = 𝑥2

2 (𝑥2

2 ) ′ = 1
2 ⋅ 2𝑥 = 𝑥

Ptáte se proč píšeme slovo např.? Zkuste derivovat funkce:

(𝑥2

2 + 1)
′
=

(𝑥2

2 − 7)
′
=

(𝑥2

2 + 𝑐)
′
= kde 𝑐 ∈ ℝ



Definice primitivní funkce
DEF. Nechť funkce 𝑓 (𝑥) je definovaná na intervalu 𝐼 . Funkce 𝐹(𝑥) se
nazývá primitivní funkce k funkci 𝑓 (𝑥) na 𝐼 , jestliže platí 𝐹′(𝑥) =
𝑓 (𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐼 . Množina všech primitivních funkcí k funkci 𝑓 (𝑥) na 𝐼
se nazývá neurčitý integrál z funkce 𝑓 (𝑥) a značí se ∫ 𝑓 (𝑥) d𝑥 . Platí
tedy:

∫ 𝑓 (𝑥) d𝑥 = {𝐹(𝑥); 𝐹(𝑥) je primitivní k 𝑓 (𝑥) na 𝐼 }.

POZN.
∫ – symbol intergrálu (vzniknul z písmene S)
𝑓 (𝑥) – tzv integrand nebo integrovaná funkce
d𝑥 – tzv. diferenciál proměnné 𝑥 - značí proměnnou podle níž se
integruje



Důležité poznámky:

∫ 𝑓 (𝑥) d𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ tzv. integrační konstanta.
Každé dvě primitivní funkce 𝐹 a 𝐺 k funkci 𝑓 se liší o reálnou
konstantu tj. 𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ.
Ke každé funkci 𝑓 existuje nekonečně mnoho primitivních funkcí
(grafy jsou oproti sobě vertikálně posunuty o jistou konstantu 𝑐 ∈
ℝ).
Funkce k níž existuje primitivní funkce se nazývá integrovatelná
resp. integrabilní.
Funkce spojitá v otevřeném intervalu je integrabilní!
Určení (tj. postup výpočtu) primitivní funkce se nazývá integro-
vání neboli integrace.



Různé primitivní funkce k funkci 𝒚 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙
8 Neurčitý integrál
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Obr. 2.1: Primitivnı́ funkce k funkci cos x
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Obr. 2.2

Nynı́ si všimneme otázky, zda k dané funkci f (x) vůbec
nějaká primitivnı́ funkce existuje. Obecně tomu tak nenı́.
Např. o funkci sgn x definované vztahem

sgn x =


−1 pro x < 0,

0 pro x = 0,
1 pro x > 0,

jejı́ž graf je na obr. 2.2, lze ukázat, že k nı́ neexistuje pri-
mitivnı́ funkce na intervalu (−∞,+∞). Tuto skutečnost
nebudeme dokazovat (funkce sgn x nenı́ na R tzv. darbou-
xovská — viz např. [4, str. 187]). Naštěstı́ ale existuje velmi

jednoduchá postačujı́cı́ podmı́nka existence primitivnı́ funkce, která je obsahem následu-
jı́cı́ věty.

Věta 2.3. Je-li funkce f spojitá na intervalu I , pak na tomto intervalu existuje alespoň
jedna primitivnı́ funkce k funkci f .

Větu nebudeme dokazovat, protože k tomu nemáme potřebné nástroje. V kapitole 3 se
zmı́nı́me, jak se taková primitivnı́ funkce konstruuje (důsledek 3.29).

Předchozı́ věta je typickým přı́kladem tzv. existenčnı́ věty. Řı́ká, že něco existuje, ale
neřı́ká, jak se to najde. (Ani důkaz, který jsme neuvedli, nenı́ v tomto smyslu konstruktivnı́.)
Později se o tomto problému, který značně komplikuje situaci kolem hledánı́ primitivnı́ch
funkcı́, ještě zmı́nı́me — viz kapitola 2.6.

Na závěr uvedeme jednoduchou, ale velmi důležitou větu, kterou budeme v dalšı́m
textu při výpočtu neurčitých integrálů neustále použı́vat.



Tabulka základních integrálů
Pomocí derivování ověřte neurčité integrály elementárních funkcí
a zapište podmínky integrovatelnosti:

∫ 0 d𝑥 = 𝑐
∫ d𝑥 = 𝑥 + 𝑐
∫ 𝑥𝑛 d𝑥 = 𝑥𝑛 +1

𝑛+1 + 𝑐
∫ 1

𝑥 d𝑥 = ln |𝑥| + 𝑐
∫ 𝑒𝑥 d𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐
∫ 𝑎𝑥 d𝑥 = 𝑎𝑥

ln 𝑎 + 𝑐
∫ 1

𝑥 d𝑥 = ln |𝑥| + 𝑐
∫ sin 𝑥 d𝑥 = − cos 𝑥 + 𝑐
∫ cos 𝑥 d𝑥 = sin 𝑥 + 𝑐
∫ 1

cos2 𝑥 d𝑥 = tg 𝑥 + 𝑐

∫ −1
sin2 𝑥

d𝑥 = cotg 𝑥 + 𝑐

∫ 1
𝑥2+1 d𝑥 = arctg 𝑥 + 𝑐

∫ 1
√1−𝑥2

d𝑥 = arcsin 𝑥 + 𝑐

∫ 𝑓 ′(𝑥)
𝑓 (𝑥) d𝑥 = ln |𝑓 (𝑥)| + 𝑐



Počítání s neurčitými integrály
Jestliže na intervalu 𝐼 existují integrály ∫ 𝑓 (𝑥) d𝑥 a ∫ 𝑔(𝑥) d𝑥 , pak
na intervalu 𝐼 existují také integrály ∫ (𝑓 (𝑥) ± 𝑔(𝑥)) d𝑥 a ∫ 𝑐 ⋅
𝑓 (𝑥) d𝑥, 𝑐 ∈ ℝ a platí:

∫ (𝑓 (𝑥) ± 𝑔(𝑥)) d𝑥 = ∫ 𝑓 (𝑥) d𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥) d𝑥

∫ 𝑐 ⋅ 𝑓 (𝑥) d𝑥 = 𝑐 ⋅ ∫ 𝑓 (𝑥) d𝑥

Přímo z definice navíc plyne:

[∫ 𝑓 (𝑥) d𝑥]′ = 𝑓 (𝑥)

∫ 𝐹′(𝑥) d𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ



Metoda přímé integrace

viz Petáková str. 162-163
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