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V tuto chvili mame jiz takové znalosti o limitach a derivacich, abychom se mohli pustit do komplexnich uloh —
vySetfovani pribéhu funkce. Pfipomefime si dvahy z minulych hodin, které se tykaji 1. a 2. derivace funkce a jejich
pouziti pfi zjistovani monotonnosti a konvexnosti a konkdvnosti. Pfipomerime si, jak se hledaji extrémy, inflexe
a asymptoty. Komplexnim shrnutim v§ech poznatk(li budeme moci ve findle nakreslit grafy i pomérné slozitych

funkei.

Aplikace limit a derivaci: Pribéh funkce

P¥i vySetfovani pribéhu funkce f: y = f(x) postupujeme takto:
1) Ur€ime D(f)

) Stanovime, zda je funkce pfipadné suda, licha nebo periodicka.
3) Najdeme body nespojitosti a rozhodneme o jejich druhu.
) Ur¢ime praseciky se soutradnymi osami o, a o,,.

) Vypoé&itame 1. derivaci f” a podle jejiho znaménka uréime:

a) intervaly, kde je rostouci (z podminky f” > 0),
b) intervaly, kde je klesajici (z podminky f” < 0),
c) lokdlni extrémy — uréime stacionarni body, zjistime zmény znaménka f~.
6) Vypocitdme 2. derivaci f” a podle jejiho znaménka ur¢ime:
a) intervaly, kde je konvexni (z podminky f” > 0),
b) intervaly, kde je konkavni (z podminky f” < 0),
c) inflexni body (podle zmény znaménka f”).
7) UrCime asymptoty funkce (svislé, vodorovné, Sikmeé).
8) Vypocitame funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech (lokalni extrémy, inflexni body atd.).
9) Nakreslime graf funkce.

Priklad 1:
Reseni 1:

VySettete pribéh funkce f: y =

3
x2-1"

Postupujme podle pfedchoziho navodu:
1. Jedna se o racionélni lomenou funkci, kterd neni definovana pouze v kofenech jmeno-

vatele.
Tyto kofeny ur¢ime z rovnice:

-1=0 & x=d=4I.

Tedy:  D(f) = R~ {£l1}.

2. Funkce f je spojitd v kazdém bodé D(f).
. Periodi¢nost. Funkce f neni periodick4, nebot pro kazdé k € R existuje x € D(f)

L. 3
takové, Ze: f(x +k) = (;j-—lt)lz)—l # f(x).

Sudost, lichost. Necht' x € D(f). Pak
0_x)3 __x3 x3

f(—=x) = = — = —f(x).

(—x)2—1 x2—1  x2—1

Funkce je lichd, jeji graf bude stfedové soumérny vzhledem k pocatku. Tedy pribéh
funkce staci vySetiovat pouze na ,,poloviné‘ defini¢niho oboru, tj. na mnoziné D*(f) =
=(0,1)U (1, 00).

Vsechny dalsi vypoclty budeme proto provadét v ramci této ,,poloviny* definicniho
oboru, tj. v rdmci mnoziny D*(f) = (0, 1) U (1, co). Chovani funkce na ,,zbytku*
defini¢niho oboru uréime nakonec pravé z lichosti funkce f.



4. Vypocteme f' a D*(f/).
, x3 To3x2(2 =) —x3 - 2x x4 —3x2
fx) = =

x2—1 (x2 —1)2 - (x2 — 12 D*(f") = D*(f)

5. Ur¢ime intervaly, na nichz je f’ kladnd, resp. zaporna:
a) Najdeme nulové body f’, tj. feSime rovnici f/(x) = 0.

, x* —3x?
f(x)=0 % m

& x*(x+3)(x —+v3) =0.

Dostaneme tfi nulové body
xo=—+3, x1 =0, x2:\/§.

Jelikoz xg ¢ D*(f), nebudeme jej dale do svych vypocltd zahrnovat. Vratime se
k nému az na konci prikladu v bodé¢ 10, kdy budeme kreslit graf funkce a z lichosti
této funkce plyne, Ze chovani funkce f v okoli bodu xo = —4/3 se d4 urcit z chovani
funkce v okoli bodu x; = /3.

b) Kazdy z intervalu tvoficich D*(f’) = (0, 1) U (1, 0o) rozdélime nulovymi body f’
na disjunktni intervaly.

—0 & x*-3:2=0 & 2:x*-3)=0 &

0, 1), (1,+/3), (¥/3,00).

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréime znaménko f’ v tomto bodg.

r)- o r()=Teo rw-ten

Dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je tedy funkce f’ zdpornd na intervalech (0, 1) a
(1,+/3) akladnd na intervalu (v/3, 00).

6. Ur¢ime intervaly monotonie a lokélni extrémy. Funkce f je klesajici na intervalech
0,1)a (1, \/§) a rostouci na intervalu (\/5, oo). Tedy f ma v bod€ x; = V3 ostré
lokalni minimum:

(W3 333
f<‘/§)_(¢§)2_1_3—1_2

Dalsi lokalni extrémy ur¢ime v zavéru prikladu z lichosti funkce.
7. Vypocteme f” a D*(f").

V3.

. x4 —=3x2\"  @xd—6x)(x%2 - 1% — (x* = 3x2)(x2 — D2x
S = <<x2 _ 1>2) - = 1
(x2 — D[(@x> —6x)(x2 — 1) — 4x(x* = 3x?)]
- (xZ — 1)4 -
4xd — 6x3 — 4x3 + 6x — 4x° + 123 2x3 + 6x
(x2—1)3 e

D*(f") = D*(f).



8. Ur¢ime intervaly, na nichz je f” kladn4, resp. zdporna.

a) Najdeme nulové body f”, tj. feSime rovnici f”(x) = 0.

2x3 + 6x

Eﬁt7§=0<¢zf+6x:o@>uu?anza

f'x)=0 &

V redlném oboru existuje jediné feSeni této rovnice, a to bod x; = 0.
b) Nyni mame rozdélit kazdy z intervalt tvoficich D*(f”) nulovymi body f” na dis-
junktni intervaly. Vzhledem k tomu, Ze x; = 0 je krajni bod, dostdvame intervaly:

O, 1), (1, 00).

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréime znaménko f” v tomto bodé.

1 208 28
f%é):———<a '@ =3 >o.

Dle Caychyovy-Bolzanovy véty je tedy druha derivace funkce f zdporna na intervalu
(0, 1) a kladna na intervalu (1, c0).

9. Ur¢ime intervaly, na nichz je funkce konvexni, resp. konkavni a inflexni body.

Funkce f je konkdvni na intervalu (0, 1) a konvexni na intervalu (1, 0o).

Inflexni body mohou byt pouze tam, kde se méni konvexnost a konkdvnost funkce.
Na sjednoceni intervall (0, 1) U (1, oo) Zadny inflexni bod neni (bod 1 neni bodem
defini¢niho oboru!), ale jelikoz v tuto chvili vySetiujeme prib&éh funkce pouze na
,,polovin¢* defini¢niho oboru, zistava otevienou otdzkou situace v bodé x; = 0.

10. Nyni mame najit asymptoty.

a) Svislé asymptoty: Funkce neni definovdna v bod€ x3 = 1. Je spojitd v kazdém
bod€ D*( f). Tedy pouze timto bodem miiZe prochazet svisla asymptota (situace se
tykd pouze ,,poloviny* defini¢niho oboru). Vypocteme jednostrannou limitu v bodé
x3 = 1.

3 x3 x3 1
lim = lim = lim - lim =
x—1tx2 —1 x>t (x =Dk +1) x>t x+1 x—>1tx—1

1
= E-(—l—oo) = +00.

Tedy pfimka x = 1 je svislou asymptotou grafu funkce f.
b) Asymptota v +o0:

X
x2—1 X3 . X3

Iim = lim = lim 1. = 1 =a.
x—400 X x—>400 x3 —x  x—>+4o0 x3(1 —4)
X




Koeficient a € R, 1ze tedy pocitat druhou limitu. Vyjde

= lim ———— = lim =

lim =
x—>—400  x2—1 x—>—400 x2 — 1

xX— 400

x3 x3—x3—|—x X
—1-x
x2—1

2.1
X

m ——— =
x—>+00 x2(] — x_2)

Asymptota v plus nekonecnu ma tedy rovniciy = 1-x 40, tj. y = x.
11. Uré¢ime nulové body funkce f a intervaly, kde je funkce kladnd a kde zdporna.
Nejprve najdeme nulové body funkce f.

3
fO) =06 F—=06x"=06x=0

tj. bod x; = 0 je nulovym bodem funkce f.

Funkce f je spojitd na intervalech (0, 1) a na (1, 0o), tudiz dle Cauchyovy-Bolza-
novy véty staci urCit znaménko funkcni hodnoty funkce f vzdy v jednom z bodi
jednotlivych intervalu (0, 1), (1, 00):

(3)=—¢ <0 f@=3>0

tedy f je zdporné na (0, 1) a kladnd na (1, 00).
12. Shrnutim pfedchozich vysledki a vyuZitim lichosti funkce f dostaneme nasledujici
poznatky o vlastnostech funkce f:

e rostouci ¢asti funkce na intervalu (ﬁ , —|—oo) odpovida rostouci ¢ast funkce na
intervalu (—oo, —3 ),klesajici ¢asti funkce na intervalu (1, V3 ) odpovidé kle-
sajici Cast na intervalu (—«/5 , —1) a klesajici ¢4sti na intervalu (0, 1) odpovida
klesajici ¢ast na intervalu (—1, 0),

e ostrému lokalnimu minimu v bodé& x, = +/3 odpovidé ostré lokalni maximum

v bodé xo = —+/3. Znaménka derivace a monotonii si vyzna¢ime nad &iselnou
osu:
f + — — : — — +
-3 -1 0 1 V3
max min

e konvexni Casti funkce na intervalu (1, +00) odpovida konkdvni ¢4st funkce na
intervalu (—oo, —1), konkdvni ¢4sti na intervalu (0, 1) odpovid4 konvexni ¢ast
na intervalu (—1, 0), tedy bod x; = 0 je inflexnim bodem funkce f.Znaménka
druhé derivace a konvexnost a konkdvnost si vyznacime opét nad ¢iselnou osu:

f//: _ + _ +
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e svislé asymptoté x = 1 odpovida svisld asymptota x = —1,

e asymptot€¢ y = x v plus nekonecnu odpovida stejnd asymptota y = x v minus
nekonecnu,

e zaporné Casti na intervalu (0, 1) odpovida kladna ¢ast na intervalu (—1,0) a
kladné ¢asti na intervalu (1, oo) odpovida zaporna ¢ést na intervalu (—oo, —1).

Podle ptedchoziho navodu ur€ete pribehy nasledujicich funkci:

a) fry=x3-3x+2 d) f:y=1In(4-x?) fy fry=3V2x2—x3
o) fiy =] e) fiy=Ini5 o) f:y = xel

C) f:y::))_XXZ



NS

h) f:y=uxe

2x
1+x2

i) f:y = arcsin



Vysledky uloh

2) D(f) =R sgn f: ——F T sgn s et max: f(=1) =
=4, min: f(1)=0,sgn f”: _— , * infl. bod x = 0.
0
b) D(f) =R~ {0}, lichd,sgn f: —— o =  sgnf’: & : - : - : +
0 —
max: f(—1) = —2,min: f(1) = 2,sgn f": ,asymptoty x = 0, y = x.
¢) D(f) = R~ {—+/3,/3}, lichd,sgn f: -+ o = , + , =
-3 0 V3
sgn f/: —t o * o T senf’: T o = , F . = infl. bod x = 0,
-3 V3 -v3 0 V3
asymptoty x = —+/3, x = /3,y = 0.
d) D(f) = (=2,2),sudd, sgn f: o—— + - o,Sgl’lf/IoL;o,
2 -3 V3 2 -2 0 2
max: f(0) =1In4, sgn ﬁ, asymptoty x = —2, x = 2.
e) D —(—1,1),lich4, sen f: oo— + + o son f': o o,
) D(f) =( ) gf—l B lgf—l °
sgn " ﬁ%, infl.bod x = 0, asymptoty x = —1, x = 1.
D(f)=R,sgnf:_+ , + . —  senf’: R
f) D(f) gn f - gn f YR
max: f(4/3) = (2/3)3/4, min: f(0) =0,sgn f": _— o — o + |
0 2
infl. bod x = 2, asymptota y = —x + 2/3.
2 D(f) =R~ {0}, sgn f: = c + L sgnf’r _F c — : * , min: f(1) =e,
sgn f”: _— ot asymptotyx =0,y =x + 1.
0
h) D(f) =R, lichd,sgn f: —_—  *  sgnf’: = ; - : -,
O —
min: f(—l):—e_l/z,maxz f(1)=e_1/2,sgnf”: S e S
-3 0 V3
mmfl.bodx =0, x = — 3,x:\/§,asympt0tay:0.
i) D(f) =R, lichd,sgnf: _— , *  sgnf': = 1 + 1 —
0 —
min: f(—1) = —w/2, max: f(1) = /2, sgn f": —= 1 + : - 1 +

infl. bod x = 0, asymptota y = 0.
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