
 

Vzdělávací materiál 
vytvořený v projektu OP VK 

Název školy: Gymnázium, Zábřeh, náměstí Osvobození 20 

Číslo projektu: CZ.1.07/1.5.00/34.0211 

Název projektu: Zlepšení podmínek pro výuku na gymnáziu 

Číslo a název klíčové aktivity: III/2 - Inovace a zkvalitnění výuky prostřednictvím ICT 

Anotace
Název tematické oblasti: Diferenciální počet

Název učebního materiálu: Aplikace limit a derivací: Průběh funkce

Číslo učebního materiálu: VY_32_INOVACE_M0218

Vyučovací předmět: Matematika

Ročník: 4. ročník vyššího gymnázia

Autor: Jaroslav Hajtmar

Datum vytvoření: 1.12.2013

Datum ověření ve výuce: 16.12.2013

Druh učebního materiálu: pracovní list

Očekávaný výstup: Na základě předložených vztahů zvládne určit průběh
funkce a zakreslit její graf.

Metodické poznámky: Materiál je určen k motivaci a procvičení učiva
o aplikaci derivací. Může být použit k získání
klasifikace.



Aplikace limit a derivací: Průběh funkce

V tuto chvíli máme již takové znalosti o limitách a derivacích, abychom se mohli pustit do komplexních úloh –
vyšetřování průběhu funkce. Připomeňme si úvahy z minulých hodin, které se týkají 1. a 2. derivace funkce a jejich
použití při zjišťování monotonnosti a konvexnosti a konkávnosti. Připomeňme si, jak se hledají extrémy, inflexe
a asymptoty. Komplexním shrnutím všech poznatků budeme moci ve finále nakreslit grafy i poměrně složitých
funkcí.

Při vyšetřování průběhu funkce 𝒇 : 𝒚 = 𝒇 (𝒙) postupujeme takto:
1) Určíme 𝐷(𝑓 )
2) Stanovíme, zda je funkce případně sudá, lichá nebo periodická.
3) Najdeme body nespojitosti a rozhodneme o jejich druhu.
4) Určíme průsečíky se souřadnými osami 𝑜𝑥 a 𝑜𝑦.
5) Vypočítáme 1. derivaci 𝑓 ′ a podle jejího znaménka určíme:

a) intervaly, kde je rostoucí (z podmínky 𝑓 ′ > 0),
b) intervaly, kde je klesající (z podmínky 𝑓 ′ < 0),
c) lokální extrémy – určíme stacionární body, zjistíme změny znaménka 𝑓 ′.

6) Vypočítáme 2. derivaci 𝑓 ″ a podle jejího znaménka určíme:
a) intervaly, kde je konvexní (z podmínky 𝑓 ″ > 0),
b) intervaly, kde je konkávní (z podmínky 𝑓 ″ < 0),
c) inflexní body (podle změny znaménka 𝑓 ″).

7) Určíme asymptoty funkce (svislé, vodorovné, šikmé).
8) Vypočítáme funkční hodnoty ve významných bodech (lokální extrémy, inflexní body atd.).
9) Nakreslíme graf funkce.

Příklad 1: Vyšetřete průběh funkce 𝑓 : 𝑦 = 𝑥3

𝑥2−1 .
Řešení 1: Postupujme podle předchozího návodu:
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spočı́tat obě jednostranné limity.

11. Podle potřeby určı́me dalšı́ vlastnosti funkce f (průsečı́ky s osami, funkčnı́ hodnoty
ve „významných bodech“, intervaly, na nichž je funkce kladná, resp. záporná, . . . ).

12. Načrtneme graf funkce f .

Poznámka 9.41. Je-li funkce sudá nebo lichá, musı́ všechny kořeny, intervaly, znaménka
apod. vycházet v určitém smyslu souměrně. Můžeme tedy průběh takové funkce vyšetřovat
pouze na „polovině“ definičnı́ho oboru.

Protože nakreslenı́ grafu někdy dělá potı́že, doporučujeme:

i) nejprve vyznačit všechny asymptoty (pokud existujı́),

ii) vyznačit průsečı́ky grafu s osou x a funkčnı́ hodnoty v bodech lokálnı́ch extrémů,

iii) načrtnout si pomocný obrázek funkce f s ohledem na to, kde je funkce nad a kde pod
osou x a kde roste a klesá (bez ohledu na „prohnutı́“),

iv) načrtnout graf funkce f se všemi podstatnými kvalitativnı́mi rysy (včetně správného
„prohnutı́“ — tj. konvexnost a konkávnost).

+Přı́klad 9.42. Vyšetřete průběh funkce f : y =
x3

x2 − 1
.

Řešenı́. Budeme postupovat podle uvedeného návodu.

1. Jedná se o racionálnı́ lomenou funkci, která nenı́ definovaná pouze v kořenech jmeno-
vatele.
Tyto kořeny určı́me z rovnice:

x2
− 1 = 0 ⇔ x = ±1.

Tedy: D(f ) = R r {±1}.
2. Funkce f je spojitá v každém bodě D(f ).
3. Periodičnost. Funkce f nenı́ periodická, nebot’pro každé k ∈ R+ existuje x ∈ D(f )

takové, že: f (x + k) =
(x+k)3

(x+k)2−1 6= f (x).

Sudost, lichost. Necht’x ∈ D(f ). Pak

f (−x) =
(−x)3

(−x)2 − 1
=

−x3

x2 − 1
= −

x3

x2 − 1
= −f (x).

Funkce je lichá, jejı́ graf bude středově souměrný vzhledem k počátku. Tedy průběh
funkce stačı́ vyšetřovat pouze na „polovině“ definičnı́ho oboru, tj. na množiněD∗(f ) =

= 〈0, 1) ∪ (1,∞).

Všechny dalšı́ výpočty budeme proto provádět v rámci této „poloviny“ definičnı́ho
oboru, tj. v rámci množiny D∗(f ) = 〈0, 1) ∪ (1,∞). Chovánı́ funkce na „zbytku“
definičnı́ho oboru určı́me nakonec právě z lichosti funkce f .
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4. Vypočteme f ′ a D∗(f ′).

f ′(x) =

(
x3

x2 − 1

)′

=
3x2(x2

− 1)− x3
· 2x

(x2 − 1)2
=
x4

− 3x2

(x2 − 1)2
, D∗(f ′) = D∗(f )

5. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná:

a) Najdeme nulové body f ′, tj. řešı́me rovnici f ′(x) = 0.

f ′(x) = 0 ⇔
x4

− 3x2

(x2 − 1)2
= 0 ⇔ x4

− 3x2
= 0 ⇔ x2(x2

− 3) = 0 ⇔

⇔ x2(x +
√

3
)(
x −

√
3
)

= 0.

Dostaneme tři nulové body
x0 = −

√
3, x1 = 0, x2 =

√
3.

Jelikož x0 /∈ D∗(f ), nebudeme jej dále do svých výpočtů zahrnovat. Vrátı́me se
k němu až na konci přı́kladu v bodě 10, kdy budeme kreslit graf funkce a z lichosti
této funkce plyne, že chovánı́ funkce f v okolı́ bodu x0 = −

√
3 se dá určit z chovánı́

funkce v okolı́ bodu x2 =
√

3.
b) Každý z intervalů tvořı́cı́ch D∗(f ′) = 〈0, 1) ∪ (1,∞) rozdělı́me nulovými body f ′

na disjunktnı́ intervaly.

(0, 1),
(
1,

√
3
)
,
(√

3,∞
)
.

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′ v tomto bodě.

f ′

(1
2

)
= −

11
9
< 0, f ′

(3
2

)
= −

27
25
< 0, f ′(2) =

4
9
> 0.

Dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je tedy funkce f ′ záporná na intervalech (0, 1) a(
1,

√
3
)

a kladná na intervalu
(√

3,∞
)
.

6. Určı́me intervaly monotonie a lokálnı́ extrémy. Funkce f je klesajı́cı́ na intervalech
(0, 1) a

(
1,

√
3
)

a rostoucı́ na intervalu
(√

3,∞
)
. Tedy f má v bodě x2 =

√
3 ostré

lokálnı́ minimum:

f
(√

3
)

=

(√
3
)3(√

3
)2

− 1
=

3
√

3
3 − 1

=
3
2

√
3.

Dalšı́ lokálnı́ extrémy určı́me v závěru přı́kladu z lichosti funkce.
7. Vypočteme f ′′ a D∗(f ′′).

f ′′(x) =

(
x4

− 3x2

(x2 − 1)2

)′

=
(4x3

− 6x)(x2
− 1)2 − (x4

− 3x2)(x2
− 1)2x

(x2 − 1)4
=

=
(x2

− 1)[(4x3
− 6x)(x2

− 1)− 4x(x4
− 3x2)]

(x2 − 1)4
=

=
4x5

− 6x3
− 4x3

+ 6x − 4x5
+ 12x3

(x2 − 1)3
=

2x3
+ 6x

(x2 − 1)3
, D∗(f ′′) = D∗(f ).
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8. Určı́me intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná.

a) Najdeme nulové body f ′′, tj. řešı́me rovnici f ′′(x) = 0.

f ′′(x) = 0 ⇔
2x3

+ 6x
(x2 − 1)3

= 0 ⇔ 2x3
+ 6x = 0 ⇔ 2x(x2

+ 3) = 0.

V reálném oboru existuje jediné řešenı́ této rovnice, a to bod x1 = 0.
b) Nynı́ máme rozdělit každý z intervalů tvořı́cı́chD∗(f ′′) nulovými body f ′′ na dis-

junktnı́ intervaly. Vzhledem k tomu, že x1 = 0 je krajnı́ bod, dostáváme intervaly:

(0, 1), (1,∞).

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′′ v tomto bodě.

f ′′

(1
2

)
= −

208
27

< 0, f ′′(2) =
28
27
> 0.

Dle Caychyovy-Bolzanovy věty je tedy druhá derivace funkce f záporná na intervalu
(0, 1) a kladná na intervalu (1,∞).

9. Určı́me intervaly, na nichž je funkce konvexnı́, resp. konkávnı́ (s využitı́m věty 9.28),
a inflexnı́ body.
Funkce f je konkávnı́ na intervalu (0, 1) a konvexnı́ na intervalu (1,∞).
Inflexnı́ body mohou být pouze tam, kde se měnı́ konvexnost a konkávnost funkce.
Na sjednocenı́ intervalů (0, 1) ∪ (1,∞) žádný inflexnı́ bod nenı́ (bod 1 nenı́ bodem
definičnı́ho oboru!), ale jelikož v tuto chvı́li vyšetřujeme průběh funkce pouze na
„polovině“ definičnı́ho oboru, zůstává otevřenou otázkou situace v bodě x1 = 0.

10. Nynı́ máme najı́t asymptoty.

a) Svislé asymptoty: Funkce nenı́ definována v bodě x3 = 1. Je spojitá v každém
boděD∗(f ). Tedy pouze tı́mto bodem může procházet svislá asymptota (situace se
týká pouze „poloviny“ definičnı́ho oboru). Vypočteme jednostrannou limitu v bodě
x3 = 1.

lim
x→1+

x3

x2 − 1
= lim

x→1+

x3

(x − 1)(x + 1)
= lim

x→1+

x3

x + 1
· lim
x→1+

1
x − 1

=

=
1
2

· (+∞) = +∞.

Tedy přı́mka x = 1 je svislou asymptotou grafu funkce f .
b) Asymptota v +∞:

lim
x→+∞

x3

x2−1

x
= lim

x→+∞

x3

x3 − x
= lim

x→+∞

x3

x3(1 −
1
x2 )

= 1 = a.

a inflexní body.
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a) Svislé asymptoty: Funkce nenı́ definována v bodě x3 = 1. Je spojitá v každém
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x3

x + 1
· lim
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1
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1
2
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Tedy přı́mka x = 1 je svislou asymptotou grafu funkce f .
b) Asymptota v +∞:

lim
x→+∞

x3

x2−1

x
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x3

x3 − x
= lim
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x3

x3(1 −
1
x2 )

= 1 = a.
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Koeficient a ∈ R, lze tedy počı́tat druhou limitu. Vyjde

lim
x→+∞

[
x3

x2 − 1
− 1 · x

]
= lim

x→+∞

x3
− x3

+ x

x2 − 1
= lim

x→+∞

x

x2 − 1
=

lim
x→+∞

x2
·

1
x

x2(1 −
1
x2 )

= 0 = b.

Asymptota v plus nekonečnu má tedy rovnici y = 1 · x + 0, tj. y = x.

11. Určı́me nulové body funkce f a intervaly, kde je funkce kladná a kde záporná.
Nejprve najdeme nulové body funkce f .

f (x) = 0 ⇔
x3

x2 − 1
= 0 ⇔ x3

= 0 ⇔ x = 0,

tj. bod x1 = 0 je nulovým bodem funkce f .

Funkce f je spojitá na intervalech (0, 1) a na (1,∞), tudı́ž dle Cauchyovy-Bolza-
novy věty stačı́ určit znaménko funkčnı́ hodnoty funkce f vždy v jednom z bodů
jednotlivých intervalů (0, 1), (1,∞):

f
(1

2

)
= −

1
6
< 0, f (2) =

8
3
> 0,

tedy f je záporná na (0, 1) a kladná na (1,∞).
12. Shrnutı́m předchozı́ch výsledků a využitı́m lichosti funkce f dostaneme následujı́cı́

poznatky o vlastnostech funkce f :

• rostoucı́ části funkce na intervalu
(√

3,+∞
)

odpovı́dá rostoucı́ část funkce na
intervalu

(
−∞,−

√
3
)
, klesajı́cı́ části funkce na intervalu

(
1,

√
3
)

odpovı́dá kle-
sajı́cı́ část na intervalu

(
−

√
3,−1

)
a klesajı́cı́ části na intervalu (0, 1) odpovı́dá

klesajı́cı́ část na intervalu (−1, 0),

• ostrému lokálnı́mu minimu v bodě x2 =
√

3 odpovı́dá ostré lokálnı́ maximum
v bodě x0 = −

√
3. Znaménka derivace a monotonii si vyznačı́me nad čı́selnou

osu:

+ − − − − +
f ′:

max min

√
3−

√
3 1−1 0 1

√
3

• konvexnı́ části funkce na intervalu (1,+∞) odpovı́dá konkávnı́ část funkce na
intervalu (−∞,−1), konkávnı́ části na intervalu (0, 1) odpovı́dá konvexnı́ část
na intervalu (−1, 0), tedy bod x1 = 0 je inflexnı́m bodem funkce f . Znaménka
druhé derivace a konvexnost a konkávnost si vyznačı́me opět nad čı́selnou osu:

− + − +
f ′′:

inf
1−1 0 1
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x

y

3
2

√
3

−
3
2

√
3

√
3−1 1

√
3−

√
3

O

y =
x3

x2 − 1

Obr. 9.12

• svislé asymptotě x = 1 odpovı́dá svislá asymptota x = −1,

• asymptotě y = x v plus nekonečnu odpovı́dá stejná asymptota y = x v minus
nekonečnu,

• záporné části na intervalu (0, 1) odpovı́dá kladná část na intervalu (−1, 0) a
kladné části na intervalu (1,∞) odpovı́dá záporná část na intervalu (−∞,−1).

Ze všech zı́skaných poznatků jsme již schopni zakreslit graf funkce f — viz obr. 9.12.
N

Předchozı́ funkce měla všechny vlastnosti, které jsme se učili vyšetřovat (lokálnı́
extrémy, inflexnı́ body, konvexnı́ a konkávnı́ části, svislé asymptoty, asymptoty v +∞ a
−∞. Je zřejmé, že vyšetřovánı́ průběhu takové funkce je pracné. Jestliže některá vlastnost
chybı́, je obvykle výpočet přiměřeně snazšı́. Každopádně je vidět, že k úspěšnému řešenı́
takového komplexnı́ho přı́kladu je nezbytné umět řešit jednotlivé dı́lčı́ úlohy.
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Předchozı́ funkce měla všechny vlastnosti, které jsme se učili vyšetřovat (lokálnı́
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Podle předchozího návodu určete průběhy následujících funkcí:

a) 𝑓 : 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥 + 2

b) 𝑓 : 𝑦 = 𝑥2+1
𝑥

c) 𝑓 : 𝑦 = 𝑥
3−𝑥2

d) 𝑓 : 𝑦 = ln (4 − 𝑥2)

e) 𝑓 : 𝑦 = ln 𝑥+1
1−𝑥

f) 𝑓 : 𝑦 = 3√2𝑥2 − 𝑥3

g) 𝑓 : 𝑦 = 𝑥𝑒1
𝑥



h) 𝑓 : 𝑦 = 𝑥𝑒− 𝑥2
2

i) 𝑓 : 𝑦 = arcsin 2𝑥
1+𝑥2



Výsledky úloh
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g) konvexnı́ na (−∞,−3) a (3,∞), nemá infl. body,
h) konvexnı́ na (−∞, 1 −

1
2

√
2〉 a na 〈1 −

1
2

√
2,∞),

konkávnı́ na 〈1 −
1
2

√
2, 1 +

1
2

√
2〉, infl. body x = 1 −

1
2

√
2 a x = 1 +

1
2

√
2,

i) konkávnı́ na (−∞,−4), konvexnı́ na (−4, 1) a (1,∞), infl. bod x = −4.

3. a) x = −3, x = 3, y = 0, b) x = 0, y = 0, c) x = 0, y = x,

d) x = 1, y = 1, e) x = 2, y = 3x, f) x = −1, x = 1, y = x,

g) x = 0, y = x, h) y = x + 4/3, i) x = −1/e, y = x + 1/e.

4. a) D(f ) = R, sgn f :
− + +

2−2 1
, sgn f ′

:
+ + −

1−1 1
, max: f (−1) =

= 4, min: f (1) = 0, sgn f ′′
: − +

0
, infl. bod x = 0.

b) D(f ) = R r {0}, lichá, sgn f : − +

0
, sgn f ′

:
+ − − +

1−1 0 1
,

max: f (−1) = −2, min: f (1) = 2, sgn f ′′
: − +

0
, asymptoty x = 0, y = x.

c) D(f ) = R r {−
√

3,
√

3}, lichá, sgn f :
+ − + −

√
3−

√
3 0

√
3

,

sgn f ′
:

+ + +
√

3−
√

3
√

3
, sgn f ′′

:
+ − + −

√
3−

√
3 0

√
3

, infl. bod x = 0,

asymptoty x = −
√

3, x =
√

3, y = 0.
d) D(f ) = (−2, 2), sudá, sgn f :

− + −

2−2
√

3−
√

3
√

3 2
, sgn f ′

:
+ −

2−2 0 2
,

max: f (0) = ln 4, sgn f ′′
:

−

2−2 2
, asymptoty x = −2, x = 2.

e) D(f ) = (−1, 1), lichá, sgn f :
− +

1−1 0 1
, sgn f ′

:
+

1−1 1
,

sgn f ′′
:

− +

1−1 0 1
, infl.bod x = 0, asymptoty x = −1, x = 1.

f) D(f ) = R, sgn f : + + −

0 2
, sgn f ′

:
− + − −

0 4/3 2
,

max: f (4/3) = (2/3) 3√4, min: f (0) = 0, sgn f ′′
: − − +

0 2
,

infl. bod x = 2, asymptota y = −x + 2/3.
g) D(f ) = R r {0}, sgn f : − +

0
, sgn f ′

: + − +

0 1
, min: f (1) = e,

sgn f ′′
: − +

0
, asymptoty x = 0, y = x + 1.

h) D(f ) = R, lichá, sgn f : − +

0
, sgn f ′

:
− + −

1−1 1
,

min: f (−1) = −e−1/2, max: f (1) = e−1/2, sgn f ′′
:

− + − +
√

3−
√

3 0
√

3
,

infl. bod x = 0, x = −
√

3, x =
√

3, asymptota y = 0.
i) D(f ) = R, lichá, sgn f : − +

0
, sgn f ′

:
− + −

1−1 1
,

min: f (−1) = −π/2, max: f (1) = π/2, sgn f ′′
:

− + − +

1−1 0 1
,

infl. bod x = 0, asymptota y = 0.
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