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Aplikace derivací – vyšetřování konvexnosti a konkávnosti funkce

S pojmem konvexnosti resp. konkávnosti funkce jsme se zatím nesetkali. V minulých hodinách jsme se naučili
vyšetřovat monotonii dané funkce a určovat, ve kterých bodech funkce nabývá lokálních extrémů. To spolu se
znalostí definičního oboru, spojitosti, příp. sudosti, lichosti a periodičnosti umožňuje vytvořit si hrubou představu
o grafu této funkce. Nyní se naučíme rozhodnout o tom, zda je graf funkce mezi dvěma body „prohnutý dolů“ nebo
„nahoru“. Celou situaci si představíme na dvou obrázcích.
Zvolme na nějakém intervalu 𝐼 ⊂ 𝐷(𝑓 ) tři body 𝑥1; 𝑥2; 𝑥3, pro něž je 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 a sestrojme sečnu 𝑠 grafu funkce 𝑓 ,
která prochází krajními body 𝑄1[𝑥1, 𝑓 (𝑥1)] a 𝑄3[𝑥3, 𝑓 (𝑥3)]. Zkoumejme nyní, zda bod o souřadnicích 𝑄2[𝑥2, 𝑓 (𝑥2)]
leží „nad sečnou“ anebo „pod sečnou“. Pokud bod 𝑄2 leží „pod sečnou“ pro libovolnou volbu tří bodů 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3
z intervalu 𝐼 , pak říkáme, že funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 ryze konvexní. Pokud bod 𝑄2 leží naopak „nad sečnou“,
říkáme, že funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 ryze konkávní.
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9.3 Konvexnost, konkávnost
V předchozı́ch podkapitolách jsme se naučili vyšetřovat monotonii dané funkce a určit, ve
kterých bodech nabývá funkce lokálnı́ch extrémů. To spolu se znalostı́ definičnı́ho oboru,
spojitosti, přı́p. sudosti, lichosti a periodičnosti umožňuje vytvořit si hrubou představu
o grafu této funkce. Prozatı́m však neumı́me rozhodnout o tom, zda je graf funkce mezi
dvěma body „prohnutý dolů“ nebo „nahoru“. Podı́vejme se na tuto situaci podrobněji.
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Obr. 9.4: Graf konvexnı́ funkce

Necht’f je funkce, jejı́ž graf je znázorněn na obr 9.4. Necht’I je interval. Zvolme tři
body x1, x2, x3 z tohoto intervalu tak, aby platilo x1 < x2 < x3. Sestrojme sečnu s grafu
funkce f procházejı́cı́ body (x1, f (x1)), (x3, f (x3)) — viz obr. 9.4. Zkoumejme nynı́,
zda bod (x2, f (x2)) ležı́ „nad“ anebo „pod sečnou“ s. Z obrázku vidı́me, že ležı́ „pod
sečnou“. Pokud bychom zvolili jiný bod x2 ležı́cı́ „mezi“ body x1 a x3, opět bude ležet
„pod sečnou“. Pokud tato skutečnost platı́ i pro libovolnou volbu všech třı́ bodů x1, x2, x3
(se zachovánı́m výchozı́ho vztahu x1 < x2 < x3) z intervalu I , pak budeme řı́kat, že
funkce f je ryze konvexnı́ na intervalu I.

Nynı́ předchozı́ úvahy zpřesnı́me. Necht’I ⊂ D(f ) je interval, x1, x2, x3 ∈ I , x1 <

< x2 < x3. Chceme určit rovnici sečny procházejı́cı́ body (x1, f (x1)), (x3, f (x3)).
Vı́me, že rovnice přı́mky procházejı́cı́ danými body (a1, a2), (b1, b2) (a1 6= b1) je

dána vztahem y−a2 =
b2−a2
b1−a1

(x−a1). S využitı́m tohoto vztahu dostáváme rovnici sečny

s : y = f (x1)+
f (x3)− f (x1)

x3 − x1
· (x − x1).

Skutečnost, že bod (x2, f (x2)) ležı́ „pod sečnou“, můžeme zapsat takto:

f (x2) < s(x2)

neboli

f (x2) < f (x1)+
f (x3)− f (x1)

x3 − x1
· (x2 − x1).
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Obr. 9.5

Poznámka 9.25.

1. Definice řı́ká, že funkce f je ryze konkávnı́ na intervalu I , jestliže pro všechna
x1, x2, x3 ∈ I taková, že x1 < x2 < x3, ležı́ bodQ2 = (x2, f (x2)) nad sečnou určenou
body Q1 = (x1, f (x1)), Q3 = (x3, f (x3)). Funkce je konkávnı́, jestliže bod Q2 ležı́
nad sečnou nebo na sečně určené body Q1Q3.

2. Obdobně jako u definice konvexnı́ funkce zdůrazněme, že podmı́nka musı́ být splněna
pro každou trojici bodů z I a že I musı́ být interval.

3. Funkce konvexnı́, resp. konkávnı́, nemusı́ mı́t derivaci v I (k zavedenı́ pojmů pomocı́
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Obr. 9.6: Graf konkávnı́ funkce
Graf je pod sečnou – funkce

je ryze konvexní na intervalu 𝐼
Graf je nad sečnou – funkce

je ryze konkávní na intervalu 𝐼

Bod v němž se mění konvexnost v konkávnost resp. naopak konkávnost v konvexnost se nazývá inflexní bod,
resp. říkáme, že funkce má v tomto bodě tzv. inflexi. V inflexním bodě musí existovat tečna ke grafu funkce tedy
musí v tomto bodu existovat derivace funkce.
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sečny existenci derivace nepotřebujeme) — viz např. výše zmı́něná funkce f : y = |x|

nebo funkce f : y = 2|x − 3| + 3|x + 2|, jejı́ž graf je na str. 331. Pokud má funkce f
všude v I prvnı́ derivaci, pak lze pojmy konvexnost a konkávnost zavést také „pomocı́
tečen“ (viz [7, 10]).

Pokud má funkce f všude v I nejen prvnı́ derivaci, ale i druhou, pak o tom, zda je
funkce f na intervalu I ryze konvexnı́, resp. ryze konkávnı́, můžeme rozhodnout užitı́m
věty 9.28. Než si ale uvedeme tuto větu, která bude snadným vodı́tkem při počı́tánı́
přı́kladů, zavedeme si ještě jeden pojem. Řekneme si, jak se řı́ká bodu, v němž se měnı́
„prohnutı́“, tj. konvexnost na konkávnost a opačně.

Definice 9.26. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 inflexi, jestliže existuje f ′(x0) ∈ R
a funkce f je v nějakém levém okolı́ bodu x0 ryze konvexnı́ a v nějakém pravém okolı́
tohoto bodu ryze konkávnı́, resp. naopak.
Má-li funkce f v bodě x0 inflexi, pak bod (x0, f (x0)) nazýváme inflexnı́m bodem
funkce f .

V inflexnı́m bodě tedy musı́ existovat tečna (funkce zde má vlastnı́ derivaci) a měnı́ se
zde „konvexnost na konkávnost“ — viz obr. 9.7 a) — anebo naopak — viz obr. 9.7 b).
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Obr. 9.7

Poznámka 9.27.
1. Funkce f : y = x2 je ryze konvexnı́ na R, a tudı́ž nemá žádný inflexnı́ bod — viz

obr. 9.8 a).
2. Funkce f : y = x3 je ryze konvexnı́ na 〈0,∞) a ryze konkávnı́ na (−∞, 0〉. V bodě 0

existuje prvnı́ derivace a měnı́ se zde konkávnost na konvexnost, tedy bod 0 je inflexnı́m
bodem funkce f . Všimněme si, že f ′′(0) = 0 a f ′′(x) = 6x > 0 pro všechna x > 0 a
f ′′(x) = 6x < 0 pro všechna x < 0 — viz obr. 9.8 b).

Pojmy ryzí konvexnost, ryzí konkávnost a inflexní bod souvisí s vlastnostmi druhé derivace. Ukazuje to následující
věta:



Nechť funkce 𝑓 : 𝑦 = 𝑓 (𝑥) má na intervalu (𝑎, 𝑏), 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ druhou derivaci.
Jestliže ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) platí, že :
a) 𝑓 ″(𝑥) > 0, pak je 𝑓 na (𝑎, 𝑏) ryze konvexní.
b) 𝑓 ″(𝑥) < 0, pak je 𝑓 na (𝑎, 𝑏) ryze konkávní.
c) 𝑓 ″(𝑥0) = 0 v nějakém bodě na 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏), a v bodě 𝑥0 dochází ke změně

znaménka druhé derivace (tj. mění se konvexnost v konkávnost nebo naopak),
pak má funkce v bodě 𝑥0 inflexi.

Prostudujte obrázky, abyste získali představu o konvexnosti, konkávnosti a inflexích

Definice 4. Říkáme, že funkce f(x) je konvexní (konkávní) na intervalu J ⊂
D(f), jestliže pro každé tři body x1, x2, x3 ∈ J , x1 < x2 < x3, platí, že bod P2 =
(x2, f(x2)) leží buď pod (nad) spojnicí bodů P1 = (x1, f(x1)), P3 = (x3, f(x3))
nebo na ní. Platí-li, že bod P2 leží pod (nad) přímkou spojující body P1 a P3,
pak se funkce f(x) nazývá ryze konvexní (ryze konkávní) na intervalu J .
Poznámka 10.

1) Následující grafy funkcí ilustrují některé výše uvedené vlastnosti na 〈a, b〉

a b� a b� a b�
ryze konvexní konvexní konvexní i konkávní

a b� a b�
není konvexní není konvexní

2) Je zřejmé, že funkce f(x) je (ryze) konkávní, právě když funkce −f(x) je (ryze)
konvexní. Proto se dále můžeme omezit jen na studium funkcí konvexních,
resp. ryze konvexních, na J .

Věta 6. Nechť funkce f(x) je spojitá na intervalu J ⊂ D(f) a má v každém
bodě x ∈ J vlastní nebo nevlastní druhou derivaci. Pak platí
1. f(x) je konvexní na J , právě když f ′′(x) ≥ 0 pro každé x ∈ J ,
2. je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ J , pak je f(x) ryze konvexní na J .
Analogicky: Funkce f(x) je konkávní na J , právě když f ′′(x) ≤ 0 pro každé
x ∈ J . Je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ J , pak je f(x) ryze konkávní na J .

9.6 Inflexnı́ body

Nechť funkce f(x) má v bodě x0 ∈ D(f) derivaci. Říkáme pak, že funkce f(x)
má v bodě x0 inflexi, jestliže se v tomto bodě mění funkce ryze konvexní na funkci
ryze konkávní nebo naopak. Bod (x0, f(x0)) se nazývá inflexním bodem funkce
f(x) (nebo grafu funkce f).

10

Poznámka 11. Sestrojíme-li v inflexním bodě (x0, f(x0)) tečnu ke grafu funkce
f(x), pak graf funkce f(x) leží pro x ∈ P−(x0) nad tečnou a pro x ∈ P+(x0) pod
tečnou nebo naopak.
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Obr. 4: Inflexní body.

Protože v inflexním bodě existuje tečna ke grafu, nemůže nastat situace jako na
následujících obrázcích.

	 

Obr. 5: Mezi oblouky není inflexní bod.

V bodě, ve kterém má funkce inflexi a je spojitá, může být derivace i nevlastní.
Např. f(x) = 3

√
x, f ′(0) = +∞.
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y
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Obr. 6

Bod P = (x0, f(x0)) je inflexní bod, i když někdy se požaduje vlastní derivace
v inflexním bodě a pak by tento bod za inflexní nebyl považován. V literatuře
není definice inflexe jednotná.

Věta 7 (nutná podmínka existence inflexe). Nechť funkce f(x) má v bodě x0 ∈
D(f) inflexi a nechť existuje vlastní nebo nevlastní f ′′(x0). Pak f ′′(x0) = 0.
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Mezi oblouky není inflexe, přestože se ve zlomovém bodě mění znaménko
2. derivace. Ve zlomovém bodě lze sestrojit pouze jednostranné tečny.

Ukázka existence inflexe v bodě P. Tečnu v
tomto bodě lze sestrojit (𝑓 ″(0) = +∞).



Postup při hledání maximálních intervalů konvexnosti resp. konkávnosti a inflexních bodů:
Postup je značně podobný postupu pro hledání lokálních extrémů:
1. Určíme 𝐷(𝑓 ).
2. Vypočítáme 𝑓 ′ a 𝐷(𝑓 ′) a 𝑓 ″ a 𝐷(𝑓 ″).
3. Určíme na 𝐷(𝑓 ) body v nichž je nulová druhá derivace (řešíme rovnici 𝑓 ″ = 0) a body v nichž

neexistuje vlastní derivace 𝑓 ″. Tyto body jsou „podezřelé“ z toho, že v nich nachází inflexe.
4. Tyto body zakreslíme do harmonogramu pro zjišťování znaménka 2. derivace a následně zjistíme

znaménko druhé derivace na jednotlivých podintervalech.
5. Podle znamének vyčtených z harmonogramu určíme, zda je funkce na daném podintervalu kon-

vexní či konkávní.
6. Z harmonogramu dále vyčteme, v kterých bodech dochází ke změně znaménka 2. derivace a podle

toho určíme, zda je v daném bodě inflexe či nikoliv.

POZOR! V bodě 𝑥0 pro v němž je 𝑓 ″(𝑥0) = 0 inflexe nastat může, ale také nemusí (viz funkce 𝑦 = 𝑥2,
která má v bodě 𝑥0 = 0 nulovou druhou derivaci, ale inflexe v něm nenastává). Stejně tak může ale
nemusí nastat inflexe v bodě, v němž neexistuje vlastní 2. derivace. Pokud nelze nalézt klasické
řešení rovnice 𝑓 ″ = 0, používáme opět Cauchy-Bolzanovu větu a numerické metody pro nalezení
alespoň přibližného řešení.



Příklad 1: Je dána funkce 𝑓 : 𝑦 = 𝑥4−2𝑥3−12𝑥2+7𝑥−3. Najděte maximální intervaly na nichž je funkce konvexní
nebo konkávní. Dále nalezněte všechny inflexní body.

Řešení 1:
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Shrňme si naše dosavadnı́ poznatky do jakéhosi návodu, jak postupovat při hledánı́
inflexnı́ch bodů a maximálnı́ch intervalů, na nichž je funkce f ryze konvexnı́, resp. ryze
konkávnı́:
1. Určı́me D(f ).
2. Vypočteme f ′ a D(f ′).
3. Vypočteme f ′′ a D(f ′′).
4. Určı́me intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná (předpokládáme přitom, že
D(f ′′) lze vyjádřit jako sjednocenı́ disjunktnı́ch intervalů Ji a že f ′′ je spojitá na
každém z těchto intervalů):

a) Určı́me nulové body f ′′, tj. řešı́me rovnici f ′′(x) = 0.
b) Každý interval Ji rozdělı́me nulovými body f ′′ na disjunktnı́ intervaly.
c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′′ v tomto bodě.

5. Určı́me intervaly, na nichž je funkce konvexnı́, resp. konkávnı́ (s využitı́m věty 9.28),
a určı́me inflexnı́ body (v bodě x0 ∈ D(f ) takovém, že f ′(x0) existuje a navı́c se měnı́
konvexnost na konkávnost nebo naopak, nastává inflexe).
Poznamenejme, že intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná můžeme určit i jinak,

než je uvedeno v bodě 4), a to vyřešenı́m nerovnic f ′′(x) > 0 a f ′′(x) < 0.

+

Přı́klad 9.30. Necht’je funkce f zadána předpisem

f (x) = x4
− 2x3

− 12x2
+ 7x − 3.

Najděte maximálnı́ intervaly, na nichž je funkce f ryze konvexnı́, resp. ryze konkávnı́, a
inflexnı́ body funkce f .

Řešenı́.
1. Určı́me definičnı́ obor: D(f ) = R.
2. Vypočteme prvnı́ derivaci a jejı́ definičnı́ obor:

f ′(x) = 4x3
− 6x2

− 24x + 7, D(f ′) = D(f ).

3. Vypočteme druhou derivaci a jejı́ definičnı́ obor:

f ′′(x) = 12x2
− 12x − 24, D(f ′′) = D(f ).

4. Určı́me intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná.

a) Určı́me nulové body f ′′, tj. řešı́me rovnici f ′′(x) = 0.

f ′′(x) = 0 ⇔ 12(x2
− x − 2) = 0 ⇔ x1 = −1 , x2 = 2.

b) D(f ′′) rozdělı́me nulovými body f ′′ na disjunktnı́ intervaly:

(−∞,−1), (−1, 2), (2,∞).
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c) Vybereme z každého intervalu jeden bod, např. −2, 0 a 3, a určı́me znaménko f ′′

v tomto bodě.

f ′′(−2) = 48 > 0, f ′′(0) = −24 < 0, f ′′(3) = 48 > 0.

Tudı́ž dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je funkce f ′′ kladná na intervalech (−∞,−1) a
(2,∞) a záporná na intervalu (−1, 2).

5. Dle věty 9.28 je tedy funkce f ryze konvexnı́ na intervalech (−∞,−1), (2,∞) a ryze
konkávnı́ na intervalu (−1, 2). Body x1 = −1, x2 = 2 jsou inflexnı́mi body funkce f .
Znaménka druhé derivace a konvexnost resp. konkávnost na přı́slušných intervalech
můžeme vyznačit nad čı́selnou osu nebo do tabulky. Přitom oblouček bude značit
ryze konvexnı́ část funkce a oblouček ryze konkávnı́ část funkce f . Plus a minus
označuje znaménko druhé derivace.

+ − +
f ′′:

inf inf
1−1 2

Tabulka:

(−∞,−1) −1 (−1, 2) 2 (2,∞)

f ′′
+ 0 − 0 +

f inf. inf.

6. Závěr: Vzhledem ke spojitosti funkce na R platı́, že funkce f je ryze konvexnı́ na inter-
valech (−∞,−1〉, 〈2,∞) a ryze konkávnı́ na intervalu 〈−1, 2〉. Body x1 = −1, x2 = 2
jsou inflexnı́mi body funkce f . N

+

Přı́klad 9.31. Je dána funkce

f : y = xe
−
x2
2 .

Najděte maximálnı́ intervaly, na nichž je funkce f ryze konvexnı́, resp. ryze konkávnı́, a
určete jejı́ inflexnı́ body.

Řešenı́.
1. D(f ) = R.
2. Prvnı́ derivace a jejı́ definičnı́ obor:

f ′(x) = e
−
x2
2

+ xe
−
x2
2
(
−

1
2

· 2x
)

= (1 − x2)e
−
x2
2 , D(f ′) = R.

3. Druhá derivace a jejı́ definičnı́ obor:

f ′′(x) = e
−
x2
2 (−x)(1 − x2)+ e

−
x2
2 (−2x) =

= e
−
x2
2 (−x + x3

− 2x) = xe
−
x2
2 (x2

− 3) =

= x
(
x −

√
3
)(
x +

√
3
)

e
−
x2
2 , D(f ′′) = R.

Výsledek úlohy můžete nyní konfrontovat s grafem funkce 𝑓 na následující straně:

Podle předchozího návodu určete maximální intervaly konvexnosti resp. konkávnosti a dále určete body, v nichž
má funkce případné inflexe.



Úloha 1. 𝑦 = 𝑥 (1 − 𝑥)2

Úloha 2. 𝑦 = 3𝑥5 − 5𝑥4 + 4



Úloha 3. 𝑦 = 𝑥4 + 2𝑥3 − 12𝑥2 − 5𝑥 + 2

Úloha 4. 𝑦 = 𝑥2 − 1 + 3√𝑥2

Úloha 5. 𝑦 = 𝑥 + 1
𝑥2



Úloha 6. 𝑦 = 𝑥
1+𝑥2

Úloha 7. 𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑒− 𝑥2
2

Úloha 8. 𝑦 = 𝑥 ln 𝑥



Výsledky úloh

Označení: Pro konkávní funkci budeme používat symbol ∩, pro konvexní symbol ∪.
1. ∩(−∞, 2

3), ∪(2
3 , +∞), inflexe 𝑥1 = 2

3
2. ∩(−∞, 1), ∪(1, +∞), inflexe 𝑥1 = 1
3. ∪(−∞, −2), ∪(1, +∞), ∩(−2, 1), inflexe 𝑥1 = −2, 𝑥2 = 1

4. ∪ (−∞, − 1
3√3

), ∪ ( 1
3√3

, +∞), ∩ (− 1
3√3

, 0), ∩ (0, 1
3√3

), inflexe 𝑥1,2 = ± 1
3√3

5. ∪ (−∞, 0), ∪ (0, +∞),
6. ∪ (−√3, 0), ∪ (√3, +∞), ∩ (−∞, −√3), ∩ (0, √3), inflexe 𝑥1,2 = ±√3, 𝑥3 = 0

7. ∪ (−√3, 0), ∪ (√3, +∞), ∩ (−∞, −√3), ∩ (0, √3), inflexe 𝑥1,2 = ±√3, 𝑥3 = 0
8. ∪ (0, +∞),
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