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Aplikace derivací – vyšetřování monotonnosti funkce

Ve 2. ročníku jsme se učili definici monotonie resp. ryzí monotonie. Ověřování monotonie pouze na základě definice
však může být velmi pracné. Ukážeme si efektivnější způsob jejího zjišťování. O monotonii funkce na určitém
intervalu rozhodneme na základě znalosti znaménka první derivace funkce na tomto intervalu. Využijeme k tomu
následující větu bez důkazu:

Nechť funkce 𝑓 : 𝑦 = 𝑓 (𝑥) má na intervalu (𝑎, 𝑏), 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ derivaci.
Jestliže ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) platí, že :
a) 𝑓 ′(𝑥) > 0, pak je 𝑓 na (𝑎, 𝑏) rostoucí.
b) 𝑓 ′(𝑥) ≥ 0, pak je 𝑓 na (𝑎, 𝑏) neklesající.
c) 𝑓 ′(𝑥) < 0, pak je 𝑓 na (𝑎, 𝑏) klesající.
d) 𝑓 ′(𝑥) ≤ 0, pak je 𝑓 na (𝑎, 𝑏) nerostoucí.
e) 𝑓 ′(𝑥) = 0, pak je 𝑓 na (𝑎, 𝑏) konstantní.

Geometrický význam derivace:
Derivace funkce v daném bodě určuje směrnici tečny ke grafu funkce v tomto bodě. Obrázky ukazují,
souvislost mezi hodnotou směrnice (a tím pádem velikostí směrového úhlu) tečny a derivací funkce
v daném bodě.

14. Monotonnost, lokální extrémy, globální extrémy a asymptoty funkce Studijní text

Podívejme se na funkci rostoucí, klesající a konstantní z hlediska derivací. Konkrétně nás budou zajímat zna-
ménka derivací v bodech funkce. Hodnota derivace funkce y = f(x) v bodě x0 udává směrnici tečny ke grafu
funkce y = f(x) v bodě x0. Názorně je situace uvedena na Obrázku 14.3, a proto nás nepřekvapí následující
věta.

Věta 14.3. Nechť y = f(x) je funkce spojitá na uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a diferencovatelná na otevřeném
intervalu (a, b).

a) Je-li f ′(x) > 0 pro všechna x ∈ (a, b), potom je f(x) rostoucí na 〈a, b〉.

a) Je-li f ′(x) < 0 pro všechna x ∈ (a, b), potom je f(x) klesající na 〈a, b〉.

a) Je-li f ′(x) = 0 pro všechna x ∈ (a, b), potom je f(x) konstantní na 〈a, b〉.

Obr. 14.3: Růst a klesání — znaménka derivací

Poznámka 14.4. Směrnice přímky y = kx + q (tj. číslo k) je definována jako tangenta úhlu α, který
tato přímka svírá s kladným směrem osy x. Hodnotu měřenou proti směru otáčení hodinových ručiček
považujeme za kladnou, hodnotu měřenou po směru otáčení hodinových ručiček považujeme za zápornou.
Tak například hodnoty 210o a −150o udávají směr stejné přímky. Podívejte se na příklady na Obrázku 14.4.

Obr. 14.4: Směrnice přímky

Příklad 14.5. Určete intervaly, ve kterých jsou následující funkce rostoucí, a ve kterých jsou klesající.
Namalujte nejprve obrázek, z něj vyčtěte řešení a výsledek potvrďte výpočtem.

a) f(x) = x2 − 4x+ 3,
b) f(x) = x3.
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Příklad 1: Užitím předchozí věty dokažte, že funkce 𝑓 , 𝑔, ℎ jsou rostoucí na svých definičních oborech.
a) 𝑓 : 𝑦 = 𝑒𝑥 b) 𝑓 : 𝑦 = arctg 𝑥 c) 𝑓 : 𝑦 = ln 𝑥



Řešení 1:
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9.1 Monotonie
Než se začtete do této podkapitoly, připomeňte si definici 3.12 rostoucı́, klesajı́cı́, neros-
toucı́ a neklesajı́cı́ funkce na množině M . Ujasněte si také rozdı́l mezi monotoniı́ a ryzı́
monotoniı́.

V kapitole 3 jsme si ukázali pár jednoduchých přı́kladů na určovánı́ intervalů ryzı́
monotonie dané funkce. Využı́vali jsme k tomu znalost definice. Postup ověřovánı́ mono-
tonie pouze na základě definice však může být velmi pracný. Nynı́ si ukážeme efektivnějšı́
způsob, kdy o monotonii dané funkce na určitém intervalu rozhodneme na základě znalosti
znaménka prvnı́ derivace funkce na tomto intervalu.

Věta 9.1. Necht’ funkce f má na intervalu (a, b), a, b ∈ R?, derivaci.
Je-li

i) f ′(x) > 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f rostoucı́ na (a, b).
ii) f ′(x) = 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f neklesajı́cı́ na (a, b).

iii) f ′(x) < 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f klesajı́cı́ na (a, b).
iv) f ′(x) 5 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f nerostoucı́ na (a, b).
v) f ′(x) = 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f konstantnı́ na (a, b).

Důkaz. Uvedeme důkaz prvnı́ho tvrzenı́. Předpokládejme, že platı́ f ′(x) > 0 pro každé
x ∈ (a, b). Zvolme libovolná čı́sla x1, x2 ∈ (a, b) taková, že x1 < x2. Vzhledem k definici
rostoucı́ funkce 3.12 potřebujeme dokázat, že f (x1) < f (x2).
Uvažujme nynı́ interval 〈x1, x2〉. Pak podle Lagrangeovy věty 8.7 existuje čı́slo ξ ∈ (x1, x2)

takové, že

f ′(ξ) =
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
.

Čı́slo ξ konkrétně neznáme, ale vzhledem k předpokladu vı́me, že f ′(ξ) > 0. Protože je
jmenovatel předchozı́ho zlomku x2 − x1 kladný a celý zlomek je také kladný, musı́ být
kladný i čitatel. Tedy f (x2)− f (x1) > 0, tj. f (x1) < f (x2). Důkazy dalšı́ch tvrzenı́ věty
se provedou analogicky.

+

Přı́klad 9.2. Užitı́m předchozı́ věty dokažte, že funkce f , g, h jsou rostoucı́ na svých
definičnı́ch oborech:

a) f : y = ex , b) g : y = arctg x, c) h : y = ln x.

Řešenı́.

a) D(f ) = R, f ′(x) = ex . Platı́, že ex > 0 pro každé x ∈ R, tj. f ′(x) > 0 pro každé
x ∈ R. Funkce f je tedy rostoucı́ na D(f ).

b) D(g) = R, g′(x) =
1

x2+1 . Platı́, že 1
x2+1 > 0 pro každé x ∈ R, tj. g′(x) > 0 pro každé

x ∈ R. Funkce g je tedy rostoucı́ na D(g).
c) D(h) = (0,∞), h′(x) =

1
x

. Pro každé x ∈ (0,∞) platı́, že 1
x
> 0, tj. h′(x) > 0.

Funkce h je tedy rostoucı́ na D(h). N

Podle předchozích návodů určete maximální intervaly monotonnosti funkce.

Úloha 1. 𝑦 = 𝑥3

3 − 3𝑥2 + 8𝑥

Úloha 2. 𝑦 = 𝑥4 − 6𝑥2 − 8𝑥 − 3

Úloha 3. 𝑦 = 𝑥 + 1
𝑥

Úloha 4. 𝑦 = 𝑥2−4𝑥+4
𝑥+1



Úloha 5. 𝑦 = 𝑥 ⋅ √𝑥 − 1

Úloha 6. 𝑦 = 1−2𝑥2

𝑥2+3

Úloha 7. 𝑦 = 𝑥2 ⋅ 𝑒𝑥

Úloha 8. 𝑦 = √ 𝑥−6
4−𝑥



Výsledky úloh

1. Funkce je ↗ na (−∞, 2⟩ a dále na ⟨4, +∞).
Funkce je ↘ na ⟨2, 4⟩. Prostudujte následující
obrázky a posuďte souvislost mezi oběma grafy.
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a) Graf funkce
f (x) = x3/3 − 3x2

+ 8x

x

y
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b) Graf jejı́ derivace
f ′(x) = x2

− 6x + 8

Obr. 9.1: Vztah mezi funkcı́ a jejı́ derivacı́

nichž je funkce f kladná, resp. záporná. Nynı́ budeme postupovat obdobně, jen budeme
pracovat s funkcı́ f ′ (prvnı́ derivace funkce f ) a hledat intervaly, na nichž je f ′ kladná,
resp. záporná.

+

Přı́klad 9.5. Určete maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie funkce f : y = x2ex .

Řešenı́.
1. Nejprve určı́me definičnı́ obor funkce f . Jelikož exponenciálnı́ funkce i polynom jsou

definovány na celé množině reálných čı́sel, je D(f ) = R.
2. Vypočteme derivaci funkce f a určı́me jejı́ definičnı́ obor:

f ′(x) = 2xex + x2ex = ex · (2x + x2), D(f ′) = R.

3. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná.

a) Najdeme nulové body derivace, tj. řešı́me rovnici f ′(x) = 0:

f ′(x) = 0 ⇔ ex · (2x + x2) = 0 ⇔ 2x + x2
= 0 ⇔ x1 = −2, x2 = 0.

b) Definičnı́ oborD(f ′) derivace rozdělı́me nulovými body f ′ na disjunktnı́ intervaly:

(−∞,−2), (−2, 0), (0,∞).

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko funkce f ′ na tomto
intervalu. Např. v intervalu (−∞,−2) zvolı́me bod −3, v intervalu (−2, 0) bod −1

2. ↘ na (−∞, 2⟩, ↗ na ⟨2, +∞)
3. ↗ na (−∞, −1⟩, ↘ na ⟨−1, 0), ↘ na (0, 1⟩, ↗ na

⟨1, +∞)
4. ↗ na (−∞, −4⟩, ↘ na ⟨−4, −1), ↘ na (−1, 2⟩, ↗

na ⟨2, +∞)
5. ↗ na ⟨1, +∞)
6. ↗ na (−∞, 0⟩, ↘ na ⟨0, +∞)
7. ↗ na (−∞, −2⟩, ↘ na ⟨−2, 0⟩, ↗ na ⟨0, +∞)
8. ↘ na (4, 6),
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