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Očekávaný výstup: Na základě předložených vztahů zvládne derivace
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Derivace funkce dané implicitně

Na rozdíl od funkce dané explicitně, která má funkční předpis ve tvaru 𝑓 : 𝑦 = 𝑓 (𝑥), je implicitní funkce daná před-
pisem 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0. Závislá proměnná 𝑦 není přímo vyjádřena pomocí nezávislé proměnné 𝑥 . U funkce dané impli-
citně rovnicí 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 předpokládáme existneci explicitního tvaru 𝑦 = 𝑓 (𝑥), i když někdy nedovedeme vypočítat 𝑦
z rovnice 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0. Ve funkční rovnici 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 je tedy 𝑦 jistou funkcí proměnné 𝑥 (nejčastěji funkcí složenou).

Derivaci implicitní funkce 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 spočítáme formálně tak, že funkci 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 derivujeme podle pro-
měnné 𝑥 , přičemž 𝑦 považujeme za (složenou) funkci proměnné 𝑥 .
Ze vzniklé rovnice vyjádříme derivaci 𝑦′ jako neznámou.

Příklad 1: Derivujte implicitně danou funkci 𝐹: 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦3 − 1 = 0

Řešení 1: Zderivujeme podle proměnné 𝑥 , přičemž se na 𝑦 díváme jako na složenou funkci proměnné 𝑥 :

2𝑥 − 2(𝑦 + 𝑦′ ⋅ 𝑥) + 3𝑦2𝑦′ = 0

Nyní z předchozí rovnice vyjádříme 𝑦′:

𝑦′ = 2 ⋅ (𝑦 − 𝑥)
3𝑦2 − 2𝑥

Derivace funkce vypočítaná z implicitního vyjádření je obyčejně opět implicitní funkce (tj. je vyjádřena oběma pro-
měnnými 𝑥 i 𝑦). Hledáme-li derivaci funkce v jistém bodě 𝑀 [𝑥0, 𝑦0], musíme nejprve pro určité 𝑥0 vypočítat z im-
plicitní rovnice 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 odpovídající hodnotu 𝑦0 a následně do vztahu pro derivaci 𝑦′ dosadit za 𝑥 a 𝑦 příslušné
hodnoty 𝑥0 a 𝑦0.

Příklad 2: Určete hodnotu derivace funkce 𝐹: 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦3 − 1 = 0 (z předchozí úlohy) v bodě 𝑀 = [0, ?].

Řešení 2: Pokud do rovnice 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 dosadíme za 𝑥 = 0 a vyřešíme rovnici 𝑦3 − 1 = 0, vypočítáme potřeb-
nou hodnotu 𝑦0. V tomto případě je 𝑦0 = 1. Zajímá nás tedy hodnota derivace v bodě 𝑀 = [0, 1].
V předchozí úloze jsme vypočítali derivaci:

𝑦′ = 2 ⋅ (𝑦 − 𝑥)
3𝑦2 − 2𝑥

Tedy hodnota derivace v 𝑀 = [0, 1] je rovna:

𝐹′(0, 1) = 𝑦′(0, 1) = 2 ⋅ (1 − 0)
3 ⋅ 12 − 2 ⋅ 0

= 2
3

Hodnota derivace implicitní funkce 𝐹 v bodě 𝑀 (tedy směrnice tečny ke grafu funkce v tomto bodě) je
rovna 2

3 .



Podle předchozích návodů zderivujte následující implicitní funkce:

Úloha 1. 𝑦2 = 2𝑝𝑥 , 𝑝 ∈ ℝ konstanta

Úloha 2. 𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑎𝑥𝑦, 𝑎 ∈ ℝ konstanta

Úloha 3. 𝑥𝑦 − ln 𝑦 = 𝑎, 𝑎 ∈ ℝ konstanta

Úloha 4. 𝑦𝑒𝑥 + 𝑒𝑦 = 0

Úloha 5. 𝑦 − arctg 𝑦 = 𝑥

Úloha 6. Určete derivaci funkce 𝑥2 + 4𝑦2 − 2𝑥 + 16𝑦 + 13 = 0 a určete rovnici tečny v bodě 𝑇 = [1, −1] dané
kuželosečky. Vypočítejte směrový úhel tečny s přesností na minuty.



Úloha 7. Určete derivaci funkce 𝑦2 −2𝑦 − 2𝑥 + 1 = 0 a určete rovnici tečny v bodě 𝑇 = [8, 5] dané kuželosečky.
Vypočítejte směrový úhel tečny s přesností na minuty.

Úloha 8. V kterém bodě paraboly 𝑦2 = 4𝑥 − 8 je tečna kolmá na osu I. a III. kvadrantu?

Úloha 9. Vypočítejte odchylku tečen křivek 𝑥2 + 𝑦2 = 5, 2𝑥2 + 𝑦2 = 9 v jejich průsečících.

Úloha 10. 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥

Úloha 11. ln √𝑥2 + 𝑦2 = arctg 𝑦
𝑥



Výsledky úloh

1. 𝑦′ = 𝑝
𝑦

2. 𝑦′ = 𝑎𝑦−𝑥2

𝑦2−𝑎𝑥

3. 𝑦′ = 𝑦2
1−𝑥𝑦

4. 𝑦′ = 𝑦
𝑦−1

5. 𝑦′ = 1
𝑦2 + 1

6. 𝑡: 𝑦 + 1 = 0, 𝜑 = 0∘

7. 𝑡: 𝑦 − 5 = 1
4 ⋅ (𝑥 − 8), 𝜑 ≐ 14∘02′

8. 𝑇 [3, −2]
9. 𝜑 ≐ 12∘32′
10. 𝑦′ = 𝑦(𝑦−𝑥 ln 𝑦)

𝑥(𝑥−𝑦 ln 𝑥)

11. 𝑦′ = 𝑥+𝑦
𝑥−𝑦
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