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Derivace funkce — zavedeni pojmu

Jaroslav Hajtmar

18.10.2013



Diferencialni pocCet

17. stoleti: Studium funkci + snaha popsat a analyzovat pohyb
a zménu matematicky — vznik diferencidlniho poctu.
Nezavisli objevitelé — I. Newton a G.W. Leibniz .

Cim se budeme zabyvat?

a) definice pojmu derivace

b) geometricky vyznam derivace

c) souvislost mezi derivaci a spojitosti funkce

d) pouziti pravidel pro pocitani s derivacemi

e) derivace vysSich fadt

f) tecny a normdly ke grafu funkce v daném bodé



Derivace funkce v bodé

DEF. Méjme funkci f: y = f(x) abod xy € D(f).

Existuje-li limita lim f <x;:§<xo>
X—=Xq 0

, nazyvame ji derivaci funkce f v bodé
Xo a znaéime ji f” (xg).

Je-li f"(x9) € R, fikdme, Ze ma f v bodé x, vlastni derivaci.

Je-li f"(xg) = +o0, hovofime o nevlastni derivaci v bod€ x,,.

f/ (x()) — llm f(X) _f(xO)

X—=Xxg X*7r0

POZN:

f/ (xo) — limf(XO+h})l_f(XO)
x—h



Derivace zleva a zprava v bodé x,

Pokud existuji jednostranné limity (dle predchozi definice) funkce
f(x) v bod€ x;,, hovotime o jednostrannych derivacich tj. derivaci
zleva — f” (xy) nebo derivaci zprava — f (x).

Funkce ma v bodé x, derivaci, jen pokud existuji obé jedno-
stranné derivace a navzajem jsou si rovny! Tj.

[ (xg) =f (xg) =1 (xp)



Geometricka interpretace derivace

Geometricky je derivace funkce v daném bodé smérnici tecny k této
funkci sestrojené v tomto bodé.
Uréeme smérnici teCny grafu funkce f v bodé T = [xq,f (xp) |

Postup:

1) Zvolme bod P = |x,f (x)| na grafu funkce

2) Sestrojme secnu s grafu funkce f, urenou body 7" a P.

3) Bod x priblizujme k bodu xy — bod P po grafu priblizuje k bodu
T a seCna s se postupn€ ,,pootaci®.

4) Kdyz bod P splyne s bodem T, prejde seCna s v teCnu ¢ grafu
funkce f v bodé T

5) Smérnice seCny prejde ve smérnici teCny.



Geometricky vyznam derivace
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............................................. s y = f(x)

S = fx)
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Smeérnice seCny:

(x)—f (xp)
kS — tg (pS — f xx —])CCOXO

Smeérnice tecny:

k, = tg @, = lim k;

x%xo

k, = lim . (x;:];(()xo = 1" (xg)

X%XO

Rovnice te¢ny v bodé T = |x.f (x¢)|:

try —f(xg) =f(xq) -

(x — Xxp)



Uloha 1:

Urcete odhadem derivace funkci (smérnice teCen ke grafim funkci)
na obrazku v bodé 0. Sviij odhad ovérte vypoctem. U kazdé z funkci
zaroven posudte spojitost funkce v bodé 0.

a) f(x) = sinx b) f(x) = [sinx]| ) f(x) =x



Uloha 2:

Urcete odhadem derivace funkci (smérnice teCen ke grafim funkci)
na obrazku v bodé 0. Sviij odhad ovérte vypoctem. U kazdé z funkci
zaroven posudte spojitost funkce v bodé 0.

\UJ | y

X X X
O O O

—_—

a) f(x) =x*+1 b) f(x) = V/x2 ¢) f(x) = sgnx



Derivace a spojitost funkce

Ma-li funkce f v bodé x, € R vlastni derivaci, je v tomto bodé
spojita.

Z existence vlastni derivace funkce f v bodé€ x, plyne spojitost funkce
f v bodé x.

POZOR! Obracena implikace ale neplati!!!

Je-li funkce spojita v daném bodé, nemusi mit v tomto bodé de-
rivaci!!!



Porovnejte spojitost a hodnoty derivaci z predchozich uloh:
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Ma-li funkce f v bodé x, € R vlastni derivaci, je v tomto bodé
spojita.

Shrnuti:

a) Ma-li funkce v daném bodé¢ vlastni derivaci, pak je v tomto bod¢
spojita.

b) Ma4-1i funkce v daném bod€ nevlastni derivaci, pak v tomto bodé
miuiZe byt spojita, ale nemusi.

c) Nema-li funkce v daném bodé derivaci, pak mize, ale nemusi byt
v tomto bod€ spojita.

POZOR!
Predpoklad vlastni derivace je podstatny!
Nevlastni derivace nezarucuje spojitost!



Otazky spojitosti a derivace v 19. stol.

Miuze mit spojita funkce i libovolné mnoho bodii, v nichz neexistuje

derivace?
Puvodni domnénka: NE!

Zdéseni vr. 1875 — K. W. Weierstrass sestrojil priklad funkce spojité
na intervalu, ktera neme€la derivaci v zadném bode€.

Jednodussi priklad jiz v r. 1830 — Bernard Bolzano (Cesky matematik
a teolog)



Derivace, spojitost, techy v bodech
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Derivace, spojitost, tecny v bodech
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Spojita funkce nema derivaci v zadném bodé




Otazka: K ¢cemu takove funkce jsou?

Henri Poincaré (1854-1912): ,,Drive bylo hledani novych funkci vyvolano néjakym
praktickym cilem, néjakym tuicelem. Nyni se vsak funkce vynalézaji vyhradné proto,
aby byla odhalena nedostatecnost usudku nasich otcii. Kromé tohoto diisledku Zadny
jiny z nich nelze vyvodit.*

Vyvoj ukazal, Ze se mylil!

1. 1920: Pohyb brownovské cCastice se déje po spojité kirivce nema-
jici nikde tecnu.

Tzv. Wienerovy procesy hraji mimoradné dulezitou roli v teorii sto-
chastickych procesii a maji rozsahlé aplikace v fadé oboru (fyzika,
elektrotechnika, ekonomie apod.)



Derivace funkce na mnozinée

DEF.

Predpoklddejme, Ze existuje vlastni derivace /' (x) funkce f Vx € M,
M c D(f). Pak funkci f: y = f'(x), x € M, nazyvame derivaci
funkce f na mnoziné M.
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Pravidla pro pocitani s derivacemi
(c) =0, c € R (konst.), x € R,
Y =r-x""' reR, x e RT,
(sinx) = cosx, x € R,
(cosx) = —sinx, x € R,

") =e*, x e R,

(tgx) = xeR\{ngkn,keZ},

cos2 x

(cotgx) = — x e R {km, k € Z),

sin2 x

1
(Inx) = -, xeRT,
X
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Pravidla pro pocitani s derivacemi

1
(arcsinx)’ = Vi x e (—1,1),
— X
1
(arccos x)' = _\/ﬁ’ x e (—1,1),
— X
(arctg x)' = 21 x € R,
1
(arccotg x) = 21 x € R,

@) =a*lna, a >0, a#1, x e R,

,a>0,a#1 xeR".

| =
(logq x) xIna



Pravidla pro pocitani s derivacemi

Predpokladejme, ze existuji vlastni derivace funkci f a g na néjaké
mnoziné M. Pak maji na mnoziné M derivace také funkcef + g, f - g,
% ac-f (c e R)aplati:

a) (f+g)' =f+¢

by (f-g)' =f-g+f-¢
C) (%) fggfg,prog;é()
d) (c-f)’ —Cf

e) [f(e)] =rf( ¢
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