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Derivace funkce – zavedení pojmu

Jaroslav Hajtmar

18.10.2013



Diferenciální počet
17. století: Studium funkcí + snaha popsat a analyzovat pohyb
a změnu matematicky – vznik diferenciálního počtu.
Nezávislí objevitelé – I. Newton a G.W. Leibniz .

Čím se budeme zabývat?
a) definice pojmu derivace
b) geometrický význam derivace
c) souvislost mezi derivací a spojitostí funkce
d) použití pravidel pro počítání s derivacemi
e) derivace vyšších řádů
f) tečny a normály ke grafu funkce v daném bodě



Derivace funkce v bodě
DEF. Mějme funkci 𝑓 : 𝑦 = 𝑓 (𝑥) a bod 𝑥0 ∈ 𝐷(𝑓 ).
Existuje-li limita lim𝑥→𝑥0

𝑓 (𝑥)−𝑓 (𝑥0)
𝑥−𝑥0

, nazýváme ji derivací funkce 𝑓 v bodě
𝑥0 a značíme ji 𝑓 ′(𝑥0).
Je-li 𝑓 ′(𝑥0) ∈ ℝ, říkáme, že má 𝑓 v bodě 𝑥0 vlastní derivaci.
Je-li 𝑓 ′(𝑥0) = ±∞, hovoříme o nevlastní derivaci v bodě 𝑥0.

𝑓 ′(𝑥0) = lim𝑥→𝑥0

𝑓 (𝑥)−𝑓 (𝑥0)
𝑥−𝑥0

POZN:
𝑓 ′(𝑥0) = lim

𝑥→ℎ
𝑓 (𝑥0+ℎ)−𝑓 (𝑥0)

ℎ



Derivace zleva a zprava v bodě 𝒙𝟎
Pokud existují jednostranné limity (dle předchozí definice) funkce
𝑓 (𝑥) v bodě 𝑥0, hovoříme o jednostranných derivacích tj. derivaci
zleva – 𝑓 ′

−(𝑥0) nebo derivaci zprava – 𝑓 ′
+(𝑥0).

Funkce má v bodě 𝒙𝟎 derivaci, jen pokud existují obě jedno-
stranné derivace a navzájem jsou si rovny! Tj.

𝑓 ′(𝑥0) = 𝑓 ′
−(𝑥0) = 𝑓 ′

+(𝑥0)



Geometrická interpretace derivace
Geometricky je derivace funkce v daném bodě směrnicí tečny k této
funkci sestrojené v tomto bodě.
Určeme směrnici tečny grafu funkce 𝑓 v bodě 𝑇 = [𝑥0, 𝑓 (𝑥0)].

Postup:
1) Zvolme bod 𝑃 = [𝑥, 𝑓 (𝑥)] na grafu funkce
2) Sestrojme sečnu 𝑠 grafu funkce 𝑓 , určenou body 𝑇 a 𝑃.
3) Bod 𝑥 přibližujme k bodu 𝑥0 – bod 𝑃 po grafu přibližuje k bodu

𝑇 a sečna 𝑠 se postupně „pootáčí“.
4) Když bod 𝑃 splyne s bodem 𝑇 , přejde sečna 𝑠 v tečnu 𝑡 grafu

funkce 𝑓 v bodě 𝑇 .
5) Směrnice sečny přejde ve směrnici tečny.



Geometrický význam derivace
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• na konkrétnı́ch přı́kladech použı́t pravidla pro počı́tánı́ s derivacemi,
• definovat derivace vyššı́ch řádů,
• najı́t rovnici tečny a normály ke grafu funkce v daném bodě.

7.1 Definice derivace
Geometrický model

Již jsme naznačili, že geometricky je derivace funkce v daném bodě směrnicı́ tečny k této
funkci sestrojené v tomto bodě. Pokusme se nynı́ směrnici tečny ke grafu funkce f : y =

= f (x) v bodě T =
(
x0, f (x0)

)
vyjádřit. Budeme postupovat následujı́cı́m způsobem —

viz obr. 7.1:

• Zvolı́me bod P =
(
x, f (x)

)
na grafu funkce.

• Sestrojı́me sečnu s grafu funkce f určenou body T a P .

• Bod x budeme přibližovat k bodu x0; odpovı́dajı́cı́ bod P se „bude pohybovat“ po
grafu funkce f a přibližovat se k bodu T . Sečna s se přitom bude „pootáčet“ (bude
pořád procházet body T a P ).

• V okamžiku, kdy x splyne s x0, tj. P splyne s T , přejde sečna s v přı́mku t , kterou
nazýváme tečnou ke grafu funkce f v bodě T .

• Směrnice sečny pak přejde ve směrnici tečny.
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f (x)
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Obr. 7.1



Směrnice sečny:

𝑘𝑠 = tg 𝜑𝑠 = 𝑓 (𝑥)−𝑓 (𝑥0)
𝑥−𝑥0

Směrnice tečny:
𝑘𝑡 = tg 𝜑𝑡 = lim𝑥→𝑥0

𝑘𝑠

𝑘𝑡 = lim𝑥→𝑥0

𝑓 (𝑥)−𝑓 (𝑥0)
𝑥−𝑥0

= 𝑓 ′(𝑥0)

Rovnice tečny v bodě 𝑻 = [𝒙𝟎, 𝒇 (𝒙𝟎)]:

𝑡: 𝑦 − 𝑓 (𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)



Úloha 1:
Určete odhadem derivace funkcí (směrnice tečen ke grafům funkcí)
na obrázku v bodě 0. Svůj odhad ověřte výpočtem. U každé z funkcí
zároveň posuďte spojitost funkce v bodě 0.
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Obr. 7.3

c) Vypočtěme jednostranné derivace funkce f dané předpisem f (x) = 3
√
x:

f ′

±(0) = lim
x→0±

3
√
x −

3√0
x − 0

= lim
x→0±

3
√
x − 0
x − 0

= lim
x→0±

1
3√
x2

= +∞.

Platı́ f ′
+(0) = f ′

−(0) = +∞, a proto f ′(0) existuje a platı́ f ′(0) = +∞. Opět srovnejte
výsledek s chovánı́m grafu funkce — viz obr. 7.3 c). N

+

Přı́klad 7.6. Užitı́m definice derivace zjistěte, zda existujı́ derivace následujı́cı́ch funkcı́
daných předpisy

a) f (x) = x4
+ 1, b) f (x) =

3√
x2, c) f (x) = sgn x

v bodě x0 = 0.

Řešenı́.

a) Budeme postupovat obdobně jako v předchozı́m přı́kladě.

f ′(0) = lim
x→0

x4
+ 1 − (04

+ 1)
x − 0

= lim
x→0

x4

x
= lim

x→0
x3

= 0.

Derivace funkce f v bodě nula existuje a je rovna čı́slu 0. Opět se zamysleme nad
geometrickým významem tohoto výsledku. Derivace f ′(0) představuje směrnici tečny
ke grafu funkce v bodě (0, f (0)). Směrnice je tangenta úhlu, který svı́rá tečna s kladnou
částı́ osy x. Tangens je roven 0 pro úhel 0. Tečna je tedy rovnoběžná s osou x — viz
obr. 7.4 a).

b) Vypočtěme jednostranné derivace funkce f dané předpisem f (x) =
3√
x2:

f ′

+(0) = lim
x→0+

3√
x2 −

3√02

x − 0
= lim

x→0+

3√
x2 − 0
x − 0

= lim
x→0+

1
3
√
x

= +∞.

f ′

−(0) = lim
x→0−

3√
x2 −

3√02

x − 0
= lim

x→0−

3√
x2 − 0
x − 0

= lim
x→0−

1
3
√
x

= −∞.

Tedy f ′
+(0) 6= f ′

−(0), a proto f ′(0) neexistuje. Z grafu funkce — viz obr. 7.4 b) —
vidı́me, že v tomto bodě nelze sestrojit tečnu. Graf má v tomto bodě „hrot“.



Úloha 2:
Určete odhadem derivace funkcí (směrnice tečen ke grafům funkcí)
na obrázku v bodě 0. Svůj odhad ověřte výpočtem. U každé z funkcí
zároveň posuďte spojitost funkce v bodě 0.192 Derivace

x

y

O

a) f (x) = x4
+ 1

x

y

O

b) f (x) =
3√
x2

x

y

O

c) f (x) = sgn x
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c) Připomeňme, že funkci signum jsme definovali na str. 41.
Určeme opět jednostranné derivace:

f ′

+(0) = lim
x→0+

sgn x − sgn 0
x − 0

= lim
x→0+

1 − 0
x − 0

= lim
x→0+

1
x

= +∞.

f ′

−(0) = lim
x→0−

sgn x − sgn 0
x − 0

= lim
x→0−

−1 − 0
x − 0

= lim
x→0−

−1
x

= (−1) · lim
x→0−

1
x

=

= −1 · (−∞) = +∞.

Platı́ f ′
+(0) = f ′

−(0) = +∞, a proto f ′(0) existuje a platı́: f ′(0) = +∞. Jedná se
o funkci nespojitou v bodě 0. Jdeme-li po grafu funkce zleva doprava, pak „v bodě 0
musı́me provést skok z −1 do 0 (směrem nahoru) a pak z 0 do 1 (opět směrem na-
horu)“. Takto si u nespojité funkce můžeme představit geometrický význam nevlastnı́ch
derivacı́ f ′

+(0) = +∞ a f ′
−(0) = +∞ — viz obr. 7.4 c). N

Zkuste si nynı́ nakreslit graf nějaké nespojité funkce, která bude mı́t v bodě 0 derivaci
zleva rovnu −∞ a derivaci zprava rovnu +∞.

Věta 7.7. Má-li funkce f v bodě x0 ∈ R vlastnı́ derivaci, je v tomto bodě spojitá.

Analogické tvrzenı́ platı́ pro jednostranné derivace a jednostranné spojitosti.

Důkaz. Necht’x0 ∈ R. Předpokládejme, že funkce f má v bodě x0 vlastnı́ derivaci, tj.
existuje lim

x→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

= A, A ∈ R. Chceme ukázat, že funkce f je spojitá, tj. že

lim
x→x0

f (x) = f (x0). Pro x 6= x0 platı́

f (x) = f (x)− f (x0)+ f (x0) =
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)+ f (x0).

Tedy

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

[
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)+ f (x0)

]
=

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
· lim
x→x0

(x − x0)+ lim
x→x0

f (x0) =

= A · 0 + f (x0) = 0 + f (x0) = f (x0).



Derivace a spojitost funkce
Má-li funkce 𝒇 v bodě 𝒙𝟎 ∈ ℝ vlastní derivaci, je v tomto bodě
spojitá.

Z existence vlastní derivace funkce 𝑓 v bodě 𝑥0 plyne spojitost funkce
𝑓 v bodě 𝑥0.

POZOR! Obrácená implikace ale neplatí!!!

Je-li funkce spojitá v daném bodě, nemusí mít v tomto bodě de-
rivaci!!!



Porovnejte spojitost a hodnoty derivací z předchozích úloh:
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c) Vypočtěme jednostranné derivace funkce f dané předpisem f (x) = 3
√
x:

f ′

±(0) = lim
x→0±

3
√
x −

3√0
x − 0

= lim
x→0±

3
√
x − 0
x − 0

= lim
x→0±

1
3√
x2

= +∞.

Platı́ f ′
+(0) = f ′

−(0) = +∞, a proto f ′(0) existuje a platı́ f ′(0) = +∞. Opět srovnejte
výsledek s chovánı́m grafu funkce — viz obr. 7.3 c). N

+

Přı́klad 7.6. Užitı́m definice derivace zjistěte, zda existujı́ derivace následujı́cı́ch funkcı́
daných předpisy

a) f (x) = x4
+ 1, b) f (x) =

3√
x2, c) f (x) = sgn x

v bodě x0 = 0.

Řešenı́.

a) Budeme postupovat obdobně jako v předchozı́m přı́kladě.

f ′(0) = lim
x→0

x4
+ 1 − (04

+ 1)
x − 0

= lim
x→0

x4

x
= lim

x→0
x3

= 0.

Derivace funkce f v bodě nula existuje a je rovna čı́slu 0. Opět se zamysleme nad
geometrickým významem tohoto výsledku. Derivace f ′(0) představuje směrnici tečny
ke grafu funkce v bodě (0, f (0)). Směrnice je tangenta úhlu, který svı́rá tečna s kladnou
částı́ osy x. Tangens je roven 0 pro úhel 0. Tečna je tedy rovnoběžná s osou x — viz
obr. 7.4 a).

b) Vypočtěme jednostranné derivace funkce f dané předpisem f (x) =
3√
x2:

f ′

+(0) = lim
x→0+

3√
x2 −

3√02

x − 0
= lim

x→0+

3√
x2 − 0
x − 0

= lim
x→0+

1
3
√
x

= +∞.

f ′

−(0) = lim
x→0−

3√
x2 −

3√02

x − 0
= lim

x→0−

3√
x2 − 0
x − 0

= lim
x→0−

1
3
√
x

= −∞.

Tedy f ′
+(0) 6= f ′

−(0), a proto f ′(0) neexistuje. Z grafu funkce — viz obr. 7.4 b) —
vidı́me, že v tomto bodě nelze sestrojit tečnu. Graf má v tomto bodě „hrot“.
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c) Připomeňme, že funkci signum jsme definovali na str. 41.
Určeme opět jednostranné derivace:

f ′

+(0) = lim
x→0+

sgn x − sgn 0
x − 0

= lim
x→0+

1 − 0
x − 0

= lim
x→0+

1
x

= +∞.

f ′

−(0) = lim
x→0−

sgn x − sgn 0
x − 0

= lim
x→0−

−1 − 0
x − 0

= lim
x→0−

−1
x

= (−1) · lim
x→0−

1
x

=

= −1 · (−∞) = +∞.

Platı́ f ′
+(0) = f ′

−(0) = +∞, a proto f ′(0) existuje a platı́: f ′(0) = +∞. Jedná se
o funkci nespojitou v bodě 0. Jdeme-li po grafu funkce zleva doprava, pak „v bodě 0
musı́me provést skok z −1 do 0 (směrem nahoru) a pak z 0 do 1 (opět směrem na-
horu)“. Takto si u nespojité funkce můžeme představit geometrický význam nevlastnı́ch
derivacı́ f ′

+(0) = +∞ a f ′
−(0) = +∞ — viz obr. 7.4 c). N

Zkuste si nynı́ nakreslit graf nějaké nespojité funkce, která bude mı́t v bodě 0 derivaci
zleva rovnu −∞ a derivaci zprava rovnu +∞.

Věta 7.7. Má-li funkce f v bodě x0 ∈ R vlastnı́ derivaci, je v tomto bodě spojitá.

Analogické tvrzenı́ platı́ pro jednostranné derivace a jednostranné spojitosti.

Důkaz. Necht’x0 ∈ R. Předpokládejme, že funkce f má v bodě x0 vlastnı́ derivaci, tj.
existuje lim

x→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

= A, A ∈ R. Chceme ukázat, že funkce f je spojitá, tj. že

lim
x→x0

f (x) = f (x0). Pro x 6= x0 platı́

f (x) = f (x)− f (x0)+ f (x0) =
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)+ f (x0).

Tedy

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

[
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)+ f (x0)

]
=

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
· lim
x→x0

(x − x0)+ lim
x→x0

f (x0) =

= A · 0 + f (x0) = 0 + f (x0) = f (x0).



Má-li funkce 𝒇 v bodě 𝒙𝟎 ∈ ℝ vlastní derivaci, je v tomto bodě
spojitá.

Shrnutí:
a) Má-li funkce v daném bodě vlastní derivaci, pak je v tomto bodě

spojitá.
b) Má-li funkce v daném bodě nevlastní derivaci, pak v tomto bodě

může být spojitá, ale nemusí.
c) Nemá-li funkce v daném bodě derivaci, pak může, ale nemusí být

v tomto bodě spojitá.

POZOR!
Předpoklad vlastní derivace je podstatný!
Nevlastní derivace nezaručuje spojitost!



Otázky spojitosti a derivace v 19. stol.
Může mít spojitá funkce i libovolně mnoho bodů, v nichž neexistuje
derivace?
Původní domněnka: NE!

Zděšení v r. 1875 – K. W. Weierstrass sestrojil příklad funkce spojité
na intervalu, která neměla derivaci v žádném bodě.

Jednodušší příklad již v r. 1830 – Bernard Bolzano (český matematik
a teolog)



Derivace, spojitost, tečny v bodech
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Pro zájemce:
S jistou nepřesnostı́ lze řı́ci, že graf funkce, která má v každém bodě vlastnı́ derivaci, je bez „hrotů“
(řı́káme, že taková funkce je hladká). V bodech, kde má graf funkce „hroty“, nemá funkce vlastnı́
derivaci.

Obr. 7.5

Často se řı́ká, že funkce spojitá v každém bodě intervalu je v podstatě taková, jejı́ž graf lze
nakreslit jednı́m tahem. Ve skutečnosti je situace podstatně složitějšı́. Ruka, kterou graf kreslı́me,
nenı́ nehmotná, a má tudı́ž jistou setrvačnost. To, že se pohybuje, znamená, že má nějakou oka-
mžitou rychlost. Tedy, jak vı́me z části o mechanickém modelu derivace, funkce udávajı́cı́ jejı́
polohu (jejı́ž graf vlastně kreslı́me) má derivaci. Setrvačnost způsobuje, že během pohybu ruky
nemůžeme z ničeho nic zahnout a vytvořit hrot.

Abychom vytvořili hrot, musı́me ruku zastavit. Můžeme tak vytvořit lomenou čáru, která je
spojitá a má konečně mnoho bodů, v nichž neexistuje tečna, tj. derivace. Dokonce si můžeme
představit, že vlevo i vpravo pokračujeme do nekonečna, takže výsledkem by byla lomená čára
majı́cı́ takových hrotů nekonečně mnoho — viz obr. 7.5.

Předchozı́ funkce (obr. 7.5) byla definovaná na intervalu (−∞,+∞). Ale i na ohraničeném
intervalu si lze snadno představit spojitou funkci, která nemá derivaci v nekonečně mnoha bodech,
jak ukazuje obrázek 7.6.

Obr. 7.6

V obou předchozı́ch přı́kladech byly body, v nichž neexistovala derivace, spı́še výjimečné. Ve
„většině“ bodů byly uvedené funkce nejen spojité, ale měly i derivaci. Vzhledem k fyzikálnı́m
vlastnostem reálné ruky můžeme nakreslit pouze právě takové funkce. Jsou to tedy funkce nejen
spojité ale majı́cı́ až na konečný počet výjimečných bodů i derivaci.

Již v 19. stoletı́ si matematikové položili otázku, zda by spojitá funkce mohla mı́t i vı́ce bodů,
v nichž neexistuje derivace, než ve výše uvedených přı́kladech. Původnı́ domněnka byla, že ne.
Jaké ale bylo zděšenı́, když v r. 1875 Weierstrass1 sestrojil přı́klad funkce spojité na intervalu,
která neměla derivaci v žádném bodě! Významný představitel klasické matematické analýzy
Hermite2 napsal v dopise svému přı́teli Stieltjesovi3 (viz [24]): „S hrůzou se odvracı́m od tohoto

1Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815–1897) (čti vajerštras) — vynikajı́cı́ německý matematik.
Zabýval se předevšı́m matematickou analýzou a lineárnı́ algebrou.

2Charles Hermite (1822–1901) (čti ermit) — francouzský matematik. Zabýval se eliptickými funkcemi,
matematickou analýzou, algebrou a teoriı́ čı́sel.

3Thomas Jean Stieltjes (1856–1894) — holandský matematik a astronom. Zabýval se matematickou
analýzou a zejména teoriı́ určitého integrálu.
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Jaké ale bylo zděšenı́, když v r. 1875 Weierstrass1 sestrojil přı́klad funkce spojité na intervalu,
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1Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815–1897) (čti vajerštras) — vynikajı́cı́ německý matematik.
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politovánı́hodného vředu na těle spojitých funkcı́ — od funkce, která nemá derivaci ani v jediném
bodě.“

Pokusme se popsat, jak se taková funkce, jež Hermita tolik rozhořčila, zkonstruuje. Weierstrass,
jehož přı́klad je přı́liš komplikovaný, ve skutečnosti nebyl prvnı́. Již dřı́ve (před r. 1830) sestrojil
jednoduššı́ přı́klad Bolzano1. Jeho postup byl zhruba následujı́cı́ (ve skutečnosti byl jeho přı́klad
složitějšı́). Představme si nekonečnou posloupnost funkcı́, jejichž grafy jsou lomené čáry na obr. 7.7.
Nynı́ sečteme prvnı́ dvě tyto funkce, pak tři atd. Dostaneme výsledky na obr. 7.8. Jeden oblouk
součtu sedmi těchto funkcı́ je znázorněn (ve většı́m měřı́tku) na obr. 7.9. Lze přesně dokázat, že
když postup provedeme nekonečněkrát, dostaneme spojitou funkci, která nemá derivaci v žádném
bodě, tj. má v každém bodě „hrot“. Z předchozı́ch úvah vyplývá, že takovou spojitou funkci nelze
nakreslit.

Obr. 7.7

Obr. 7.8

Naskýtá se otázka, k čemu takové funkce jsou. Známý učenec Poincaré2 napsal (viz [24]):
„Dřı́ve bylo hledánı́ nových funkcı́ vyvoláno nějakým praktickým cı́lem, nějakým účelem. Nynı́

1Bernard Bolzano (1781–1848) — český matematik, filosof a teolog. Náš největšı́ matematik 19. stoletı́.
Působil na Karlově univerzitě jako profesor náboženstvı́. Své matematické výsledky vesměs nepublikoval.
Dnes je mu přiznávána v řadě věcı́ priorita, ale jeho výsledky bohužel neovlivnily dalšı́ vývoj a byly vesměs
později znovuobjeveny.

2Henri Poincaré (1854–1912) (čti puenkare) — vynikajı́cı́ francouzský matematik, fyzik, astronom a
filosof. Významně ovlivnil řadu disciplı́n. Zabýval se teoriı́ čı́sel, algebrou, množinovou a algebraickou
topologiı́, diferenciálnı́mi rovnicemi, matematickou fyzikou, nebeskou mechanikou a základy matematiky.
Napsal přes 1000 pracı́.
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bodě.“
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Obr. 7.9

se však funkce vynalézajı́ výhradně proto, aby byla odhalena nedostatečnost úsudků našich otců;
kromě tohoto důsledku žádný jiný z nich nelze vyvodit.“ Avšak dalšı́ vývoj ukázal, že tentokrát
se mýlil. Jistě vı́te, co je to Brownův pohyb (pohyb částic, např. pylových zrnek, vlivem nárazů
molekul). V r. 1920 Wiener1 ukázal, že pohyb brownovské částice, která je tak malá, že jejı́
setrvačnost můžeme zanedbat, se děje po spojité křivce nemajı́cı́ nikde tečnu. Tyto tzv. Wienerovy
procesy hrajı́ mimořádně důležitou roli v teorii stochastických procesů, které majı́ rozsáhlé aplikace
v řadě oborů (fyzika, elektrotechnika, ekonomie apod.).

7.2 Pravidla pro počı́tánı́ s derivacemi
Abychom mohli derivace úspěšně použı́vat, je nutné se naučit derivovat základnı́ ele-
mentárnı́ funkce, pomocı́ nichž pak zderivujeme ostatnı́ elementárnı́ funkce. Uvedeme si
postupně čtrnáct základnı́ch vzorců, které je nezbytné umět zpaměti vzhledem k dalšı́mu
častému použitı́.

1 (c)′ = 0, c ∈ R (konst.), x ∈ R, (7.1)

2 (xr)′ = r · xr−1, r ∈ R, x ∈ R+, (7.2)

3 (sin x)′ = cos x, x ∈ R, (7.3)

4 (cos x)′ = − sin x, x ∈ R, (7.4)

5 (ex)′ = ex, x ∈ R. (7.5)

Poznámka 7.10.
1. Zdůrazněme, že ve vztahu (7.1) je c reálná konstanta a x je proměnná. Čteme: derivace

konstanty je nula.
2. Obecně vzorec (7.2) platı́ pro každé x ∈ R+, ale pro některé hodnoty r je definičnı́

obor širšı́ — viz definice mocninné funkce na str. 73. Napřı́klad:

(x5)′ = 5x4, x ∈ R, (x−4)′ = −4x−5, x ∈ R r {0}, (x
1
2 )′ =

1
2 x

−
1
2 , x ∈ 〈0,∞)

apod. Uvědomte si, že pomocı́ tohoto vzorce se derivujı́ i všechny odmocniny.

1Norbert Wiener (1894–1964) (čti viner) — významný americký matematik, zakladatel kybernetiky.
Zabýval se abstraktnı́m integrálem, funkcionálnı́ analýzou, stochastickými procesy a kvantovou teoriı́.



Otázka: K čemu takové funkce jsou?

Henri Poincaré (1854-1912): „Dříve bylo hledání nových funkcí vyvoláno nějakým
praktickým cílem, nějakým účelem. Nyní se však funkce vynalézají výhradně proto,
aby byla odhalena nedostatečnost úsudků našich otců. Kromě tohoto důsledku žádný
jiný z nich nelze vyvodit.“

Vývoj ukázal, že se mýlil!

r. 1920: Pohyb brownovské částice se děje po spojité křivce nema-
jící nikde tečnu.

Tzv. Wienerovy procesy hrají mimořádně důležitou roli v teorii sto-
chastických procesů a mají rozsáhlé aplikace v řadě oborů (fyzika,
elektrotechnika, ekonomie apod.)



Derivace funkce na množině
DEF.
Předpokládejme, že existuje vlastní derivace 𝑓 ′(𝑥) funkce 𝑓 ∀𝑥 ∈ 𝑀 ,
𝑀 ⊂ 𝐷(𝑓 ). Pak funkci 𝑓 ′: 𝑦 = 𝑓 ′(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑀 , nazýváme derivací
funkce 𝑓 na množině 𝑀 .
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Řešenı́.

a) Využijeme vztahu xx = ex·ln x . Pak derivace

f ′(x) =
(
ex·ln x

)′
= ex·ln x ·

(
1 · ln x + x

1
x

)
= xx(ln x + 1).

b) Nejprve funkci upravı́me

f (x) = (sin x)cos x
= ecos x·ln(sin x).

Derivace je pak

f ′(x) = ecos x·ln(sin x)
· (cos x · ln(sin x))′ =

= ecos x·ln(sin x)
·

(
− sin x ln(sin x)+ cos x

1
sin x

cos x
)

=

= (sin x)cos x
(

− sin x ln(sin x)+
cos2 x

sin x

)
.

N

Poznámka 7.26.
Všimněte si, že funkce f (x) = xx z předchozı́ho přı́kladu neobyčejně prudce roste a
nabývá brzy doslova „astronomických“ hodnot. Např. f (1) = 11

= 1, f (2) = 22
= 4,

f (3) = 33
= 27, f (10) = 1010

= 10 000 000 000, f (100) = 100100, což je čı́slo tvaru
„jednička a 200 nul“ (viz také str. 80).

Dřı́ve než přejdeme k dalšı́m kapitolám, shrňme si přehledně derivace základnı́ch
elementárnı́ch funkcı́, s kterými jsme se postupně seznámili.

1 (c)′ = 0, c ∈ R (konst.), x ∈ R,
2 (xr)′ = r · xr−1, r ∈ R, x ∈ R+,

3 (sin x)′ = cos x, x ∈ R,
4 (cos x)′ = − sin x, x ∈ R,
5 (ex)′ = ex, x ∈ R,

6 (tg x)′ =
1

cos2 x
, x ∈ R r

{π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
,

7 (cotg x)′ = −
1

sin2 x
, x ∈ R r {kπ , k ∈ Z},

8 (ln x)′ =
1
x
, x ∈ R+,

9 (arcsin x)′ =
1

√
1 − x2

, x ∈ (−1, 1),

10 (arccos x)′ = −
1

√
1 − x2

, x ∈ (−1, 1),
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11 (arctg x)′ =
1

x2 + 1
, x ∈ R,

12 (arccotg x)′ = −
1

x2 + 1
, x ∈ R,

13 (ax)′ = ax ln a, a > 0, a 6= 1, x ∈ R,

14 (loga x)
′
=

1
x ln a

, a > 0, a 6= 1, x ∈ R+.

Je třeba si uvědomit, že známe-li derivace základnı́ch elementárnı́ch funkcı́ a pravidla
pro derivovánı́, pak umı́me derivovat každou elementárnı́ funkci. Při výpočtu derivacı́ je
však třeba mı́t určitý cvik, který se zı́skává propočı́távánı́m velkého množstvı́ přı́kladů.
Bezpodmı́nečným předpokladem je však znalost základnı́ch vzorců. Při jejich učenı́ nenı́
účelné se vázat na proměnnou x. Je třeba vědět, že (x2)′ = 2x, (s2)′ = 2s, (t2)′ = 2t atd.
Derivujeme podle přı́slušné proměnné.

Vhodné je také učit se slovně vzorce bez proměnné, tj. např. „derivace sinu je kosi-
nus“, „derivace kosinu je minus sinus“, „derivace přirozeného logaritmu je jedna lomeno
argument“ atd.

V přı́kladech doposud uvedených jsme se zaměřovali pouze na výpočet derivace funkce
a nezabývali jsme se definičnı́mi obory derivacı́. Správně bychom měli u každého přı́kladu
určit definičnı́ obor funkce f i derivace f ′. Při určovánı́ D(f ′) nesmı́me zapomenout na
to, žeD(f ′) ⊂ D(f ). Derivovánı́m transformujeme funkci f na funkci f ′. Tato výsledná
funkce může být tedy definována bud’ na množině stejné jako původnı́ funkce, nebo na
množině „užšı́“ než původnı́ funkce.

+

Přı́klad 7.27. Vypočtěte f ′ a určete D(f ) a D(f ′), je-li funkce f zadána předpisem

f (x) = arctgx + ln

√
1 + x

1 − x
.

Řešenı́.

a) Určı́me definičnı́ obor funkce f :

D(f ) =

{
x ∈ R :

1 + x

1 − x
> 0
}

=

= {x ∈ R : [(1 + x > 0 ∧ 1 − x > 0) ∨ (1 + x < 0 ∧ 1 − x < 0)]} =

= {x ∈ R : x ∈ (−1, 1)} = (−1, 1) .

b) Derivujeme:

f ′(x) =
1

1 + x2 +
1√
1+x
1−x

1

2
√

1+x
1−x

1 (1 − x)− (1 + x) (−1)
(1 − x)2

=

=
1

1 + x2 +
1
2

1 − x

1 + x

2
(1 − x)2

=
1

1 + x2 +
1

1 − x2 =
2

1 − x4 .



Pravidla pro počítání s derivacemi
Předpokládejme, že existují vlastní derivace funkcí 𝑓 a 𝑔 na nějaké
množině 𝑀 . Pak mají na množině 𝑀 derivace také funkce 𝑓 ±𝑔, 𝑓 ⋅𝑔,
𝑓
𝑔 a 𝑐 ⋅ 𝑓 (𝑐 ∈ ℝ) a platí:

a) (𝑓 ± 𝑔) ′ = 𝑓 ′ ± 𝑔′
b) (𝑓 ⋅ 𝑔) ′ = 𝑓 ′ ⋅ 𝑔 + 𝑓 ⋅ 𝑔′
c) ( 𝑓

𝑔 ) ′ = 𝑓 ′⋅𝑔−𝑓 ⋅𝑔′
𝑔2 , pro 𝑔 ≠ 0

d) (𝑐 ⋅ 𝑓 ) ′ = 𝑐 ⋅ 𝑓 ′
e) [𝑓 (𝑔)] ′ = 𝑓 ′(𝑔) ⋅ 𝑔′
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