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Vlastnosti limit

Každá funkce má nejvýše jednu limitu
Funkce má v bodě 𝑥0 limitu právě tehdy, když jsou si obě jedno-
stranné limity rovny.
Pokud se jednostrané limity v bodě 𝑥0 nerovnají nebo některá
z nich neexistuje, pak limita funkce v bodě 𝑥0 neexistuje.
Počítáme limity ve vlastních i nevlastních bodech. Pokud limita
existuje, může být buď vlastní nebo nevlastní.
Limita funkce 𝑓 spojité v bodě 𝑥0 je rovna 𝑓 (𝑥).
Pokud má funkce v každém bodě otevřeného intervalu vlastní li-
mitu, je na tomto intervalu spojitá.



Základní věty o limitách
Pro funkce 𝑓 : 𝑦 = 𝑓 (𝑥) a 𝑔: 𝑦 = 𝑔(𝑥), konstantu 𝑐 ∈ ℝ a hodnotu
𝐴 ∈ ℝ∗ platí:

lim
𝑥→𝐴

(𝑓 (𝑥) ± 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝐴

𝑓 (𝑥) ± lim
𝑥→𝐴

𝑔(𝑥)
lim
𝑥→𝐴

(𝑓 (𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝐴

𝑓 (𝑥) ⋅ lim
𝑥→𝐴

𝑔(𝑥)

lim
𝑥→𝐴

𝑓 (𝑥)
𝑔(𝑥) =

lim
𝑥 →𝐴

𝑓 (𝑥)
lim
𝑥 →𝐴

𝑔(𝑥) (lim
𝑥→𝐴

𝑔(𝑥) ≠ 0)

lim
𝑥→𝐴

(𝑐 ⋅ 𝑓 (𝑥)) = 𝑐 ⋅ lim
𝑥→𝐴

𝑓 (𝑥)

lim
𝑥→𝐴

𝑓 (𝑔(𝑥)) = 𝑓 (lim
𝑥→𝐴

𝑔(𝑥)) (vyslovte nutné předpoklady)
lim
𝑥→𝐴

|𝑓 (𝑥)| = | lim
𝑥→𝐴

𝑓 (𝑥)|
Věta „o sevření“



Jaká bude limita funkce 𝒇 v bodě 𝒙𝟎, známe-li limity funkcí
𝒈 a 𝒉 v bodě 𝒙𝟎? Pokuste se vyslovit větu „o sevření“.
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Poznámka 6.41.
1. V přı́padě, že lim

x→x0
g(x) = +∞, pak také limita lim

x→x0
f (x) = +∞ a funkci h vůbec

nepotřebujeme.
2. V přı́padě, že lim

x→x0
h(x) = −∞, pak také limita lim

x→x0
f (x) = −∞ a funkci g nepotře-

bujeme.

Pomocı́ předchozı́ věty si nynı́ dokážeme platnost následujı́cı́ důležité limity

lim
x→0

sin x
x

= 1.

Tuto limitu budeme často využı́vat při výpočtech dalšı́ch limit, je proto dobré si ji
zapamatovat.
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Obr. 6.14

Důkaz. Uvažujme zatı́m jen x ∈
(
0, π

2

)
. Použijeme

větu 6.40, v nı́ž zvolı́me f (x) =
sin x
x

. Musı́me nynı́
najı́t vhodnou funkci g, která ležı́ „pod funkcı́ f “,
a vhodnou funkci h, která ležı́ „nad funkcı́ f “ na
intervalu

(
0, π

2

)
. Vyjdeme z obrázku 6.14.

Připomeňme, že velikost úhlu je délka oblouku
jednotkové kružnice. Tedy oblouk

_
AB má délku x.

Dále z definice goniometrických funkcı́ máme:

BD = sin x, OD = cos x, AC = tg x.

Označme
P1 . . . . . . . obsah 4ODB,

P2 . . . . . . . obsah kruhové výseče OAB,
P3 . . . . . . . obsah 4OAC.



Věta o sevření:
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝒙 = 𝟏
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Příklady – limity spojitých funkcí
Vypočítejte následující limity.
Využijte spojitosti funkcí v daných bodech:

a) lim
𝑥→1

(ln 𝑥 + 𝑥2 + 3) = [4]

b) lim
𝑥→−1

3𝑥3+𝑥2−2𝑥+11
𝑥2+𝑥+1 = [11]

c) lim𝑥→𝜋
cos 𝑥

𝑥 = [− 1
𝜋 ]

d) lim
𝑥→0

𝑒𝑥+2𝑥 sin 𝑥
ln(1+𝑥)+(𝑥+1) cos 𝑥 = [1]



Příklady – odstranitelná nespojitost:
Sestrojte grafy funkcí:
𝑓 : 𝑦 = 𝑥2−4

𝑥−2
𝑔 : 𝑦 = 𝑥 + 2

Porovnejte grafy a odhadněte z grafů limity funkcí:
lim
𝑥→2

𝑥2−4
𝑥−2 =

lim
𝑥→2

(𝑥 + 2) =

Jaké mají funkce vlastnosti? Jaké mají rozdíly?
Nyní spočítejte limity a ověřte odhadnuté výsledky.



Příklady – limity funkcí s odstranitelnou nespojitostí
Vypočítejte následující limity.

a) lim
𝑥→0

√𝑥+1−1
𝑥 = [1

2]

b) lim
𝑥→1

𝑥2−𝑥
√𝑥−1 = [2]

c) lim
𝑥→2

𝑥3−2
𝑥4−16 = [3

8]

d) lim
𝑥→0

tg 𝑥−sin 𝑥
sin3 𝑥

= [1
2]

e) lim
𝑥→0

sin 5𝑥
𝑥 = [5]



Nevlastní limita +∞ ve vlastním bodě 𝒙𝟎
DEF. Funkce 𝑓 : 𝑦 = 𝑓 (𝑥) má v bodě 𝑥0 ∈ ℝ limitu +∞, jestliže
∀𝑀 ∈ ℝ ∃𝛿 > 0 takové, že ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿), 𝑥 ≠ 𝑥0 platí, že
𝑓 (𝑥) > 𝑀 . Píšeme :

lim𝑥→𝑥0
𝑓 (𝑥) = +∞

Jednoduše řečeno: V neustále se zužujícím okolí bodu 𝑥0 rostou
funkční hodnoty funkce nade všechny meze. Pro každou sebevětší
hodnotu 𝑀 musíme umět nalézt okolí bodu 𝑥0, na němž celém funkce
nabývá hodnot větších než 𝑀 .



Geom. interp. nevlastní limity ve vl. bodě

6.1 Definice limity 153
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Funkční hodnota v bodě 𝒙𝟎 nijak
nesouvisí s nevlastní hodnotou limity!



Nevlastní limita −∞ ve vlastním bodě 𝒙𝟎
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Úloha. Na základě předchozí definice a geometrické interpretace ne-
vlastní limity −∞ z obrázku vyslovte definici nevlastní limity −∞ ve
vlastním bodě 𝑥0 tj. lim𝑥→𝑥0

𝑓 (𝑥) = +∞



Určete limitu funkce 𝒇 : 𝒚 = 𝟏
𝒙 v bodě 𝟎.

6.4 Limity základnı́ch elementárnı́ch funkcı́ 165

Přitom, je-li k 5 0, pak můžeme vzı́t δ ∈ R+ libovolně, nebot’pro ∀x ∈ (0, δ) platı́
1
x
> k (kladné čı́slo je vždy většı́ než záporné, přı́p. nula). V přı́padě, že je k > 0, pak

můžeme zvolit δ =
1
k
. Pak pro ∀x ∈ (0, δ) platı́ 1

x
> k (zdůvodněnı́: x ∈ (0, δ) = (0, 1

k
),

tedy x < 1
k
, a proto 1

x
> k). Dokázali jsme tedy, že ke každému k existuje δ takové, že

pro každé x z pravého δ-okolı́ bodu nula bude 1
x

většı́ než k.
Analogicky dokážeme druhou limitu. Poznamenejme, že z předchozı́ch výsledků

plyne, že lim
x→0

1
x

neexistuje (jednostranné limity se nerovnajı́).

Grafem funkce f : y =
1
x

je rovnoosá hyperbola — viz obr. 6.12. Pomocı́ grafu funkce
si lze přı́slušné limity jednoduše zapamatovat. N
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Obr. 6.12

Obdobně jako v předchozı́m přı́kladě lze dokázat následujı́cı́ limity základnı́ch ele-
mentárnı́ch funkcı́. Lehce si je zapamatujete, znáte-li grafy přı́slušných funkcı́.

lim
x→+∞

ax = +∞, a > 1, lim
x→−∞

ax = 0, a > 1,

lim
x→+∞

ax = 0, 0 < a < 1, lim
x→−∞

ax = +∞, 0 < a < 1,

lim
x→+∞

ln x = +∞, lim
x→0+

ln x = −∞,

lim
x→+∞

arctg x =
π

2
, lim

x→−∞
arctg x = −

π

2
,

lim
x→+∞

arccotg x = 0, lim
x→−∞

arccotg x = π,

lim
x→+∞

xs = +∞ pro s > 0, lim
x→0+

xs = 0 pro s > 0,

lim
x→+∞

xs = 0 pro s < 0, lim
x→0+

xs = +∞ pro s < 0.

Limity elementárních funkcí lze snadno odvodit se znalostí grafů
těchto funkcí.



Jednostranné limity
Určete jednostranné limity a rozhodněte, zda existují příslušné ne-
vlastní limity:

a) lim
𝑥→0

sin 𝑥+1
sin 𝑥 = [𝑛𝑒𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑢𝑗𝑒(±∞)]

b) lim
𝑥→0

cos 𝑥+1
cos 𝑥−1 = [−∞]

c) lim
𝑥→−2

𝑥3

(𝑥+2)2 = [−∞]

d) lim
𝑥→2

𝑥
𝑥−2 = [𝑛𝑒𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑢𝑗𝑒(±∞)]
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