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150 Limita a spojitost funkce
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Obr. 6.1

hodnoty v těchto bodech. Je vidět, že se tyto hodnoty, tj. f (x1), f (x2), f (x3), . . . , čı́m
dál vı́c přibližujı́ k čı́slu y = 3. Při přibližovánı́ zprava k x = 2 je situace analogická.
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Obr. 6.2

Na obrázku 6.2 je znázorněn graf funkce g, která rovněž nenı́ definována v bodě x = 2.
Jejı́ chovánı́ v blı́zkosti tohoto bodu je ale zcela odlišné. Jestliže se opět přibližujeme k bodu
x = 2 zleva, např. po hodnotách x1 = 1, x2 = 1,5, x3 = 1,8, . . . , funkčnı́ hodnoty g(x1),
g(x2), g(x3), . . . se tentokrát k ničemu nepřibližujı́, ale „kmitajı́“ mezi hodnotami y = 1 a
y = 3. Tedy hodnoty g(x) se nepřibližujı́ k žádnému čı́slu (na ose y), když x se přibližuje
k čı́slu 2 zleva (na ose x). Stejná situace je při přibližovánı́ k x = 2 zprava.

Na obrázku 6.3 je graf funkce h, která rovněž nenı́ definována v bodě x = 2. Tentokrát
při přibližovánı́ se k bodu x = 2 zleva po bodech x1 = 1, x2 = 1,5, x3 = 1,8, . . .

se funkčnı́ hodnoty h(x1), h(x2), h(x3), . . . neomezeně zvětšujı́. Stejná je situace při
přibližovánı́ k x = 2 zprava.

Našı́m cı́lem bude nynı́ odlišit od sebe situaci, kdy se hodnoty f (x) „k něčemu
přibližujı́“, a situaci, kdy se hodnoty k „ničemu nepřibližujı́“.
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Obr. 6.3

Vlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě
Na obr. 6.1 jsme si ukázali přı́klad funkce f , která má tu vlastnost, že když se x přibližuje
k čı́slu 2, hodnoty f (x) se přibližujı́ k čı́slu 3. Tato situace je popsána v následujı́cı́ definici
a podrobněji znázorněna na obr. 6.4.

Definice 6.1. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 2 R limitu A 2 R, jestliže ke každému
" 2 R+ existuje � 2 R+ takové, že pro všechna x 2 (x0 � �, x0 + �), x 6= x0, platı́
f (x) 2 (A � ", A + "). Pı́šeme:

lim
x!x0

f (x) = A.

Symbolicky zapsáno:

lim
x!x0

f (x) = A ,
�
8 " 2 R+ 9 � 2 R+ 8 x 2 (x0 � �, x0 + �) r {x0} : f (x) 2 (A � ", A + ")

�
.

Objasněme si smysl předchozı́ definice: Zvolı́me libovolný (libovolně úzký) pás o šı́řce 2"

kolem přı́mky y = A. K němu musı́me umět najı́t interval (x0 ��, x0 +�) o šı́řce 2� kolem
bodu x0 tak, aby graf funkce f na množině (x0 � �, x0 + �) r {x0} ležel celý ve zvoleném
pásu. Zřejmě čı́slo � > 0 zvolené v obr. 6.4 bychom mohli ještě poněkud zvětšit.

Poznámka 6.2. Pı́smena " a � jsou použita z tradičnı́ch historických důvodů.

Nevlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě
Na obr. 6.3 jsme si ukázali přı́klad funkce h, která má tu vlastnost, že když se x při-
bližuje k čı́slu 2, hodnoty h(x) se neomezeně zvětšujı́. Přesně je tato vlastnost popsána
v následujı́cı́ definici a znázorněna na obr. 6.5 a).
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x

y

x1 x2 x3 2O

1

2

3

y = g(x)

Obr. 6.2
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Definice 6.6.
i) Okolı́m bodu x0 2 R (podrobněji �-okolı́m bodu x0) rozumı́me otevřený interval

(x0 � �, x0 + �), kde � je kladné reálné čı́slo. Značı́me je O(x0).

ii) Okolı́m bodu +1 rozumı́me každý interval (k, +1), kde k 2 R. Značı́me je
O(+1).

iii) Okolı́m bodu �1 rozumı́me každý interval (�1, k), kde k 2 R. Značı́me je
O(�1).

iv) Prstencovým okolı́m bodu x0 2 R? rozumı́me množinu O(x0) r {x0}. Značı́me je
P(x0).

Poznámka 6.7.
1. Pokud je pro nás důležitá konkrétnı́ velikost okolı́ bodu x0 2 R, pı́šeme mı́sto O(x0)

podrobněji O�(x0). Obdobně pro prstencové okolı́.
2. Je-li x0 2 R, pak x 2 O�(x0) (tj. x 2 (x0 � �, x0 + �), tj. x0 � � < x < x0 + �), právě

když |x � x0| < �.
3. Je-li x0 2 R, pak x 2 P�(x0) (tj. x 2 (x0 � �, x0 + �) r {x0}, tj. když platı́

x 2 (x0 � �, x0) [ (x0, x0 + �)), právě když 0 < |x � x0| < �.
4. Je-li x0 2 R, pak délka intervalu O�(x0) je 2�.

x0 � �x0x0 + �

Obr. 6.7

5. Platı́ O(+1) = P(+1) a O(�1) = P(�1).

Nynı́ uved’me souhrnnou definici limity.

Definice 6.8. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 2 R? limitu A 2 R?, jestliže ke
každému okolı́ O(A) bodu A existuje prstencové okolı́ P(x0) bodu x0 takové, že pro
všechna x 2 P(x0) platı́ f (x) 2 O(A). Pı́šeme:

lim
x!x0

f (x) = A.

Symbolicky zapsáno:

lim
x!x0

f (x) = A , (8 O(A) 9 P(x0) 8x 2 P(x0) : f (x) 2 O(A)) .

Poznámka 6.9.
1. Existuje-li limita lim

x!x0
f (x), znamená to, že existuje prstencové okolı́ P(x0) bodu x0,

ve kterém je funkce f definována.
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Obr. 6.4

Definice 6.3. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 2 R limitu +1, jestliže ke každému
čı́slu M 2 R existuje � 2 R+ takové, že pro všechna x 2 (x0 � �, x0 + �), x 6= x0, platı́
f (x) > M . Pı́šeme:

lim
x!x0

f (x) = +1.

Symbolicky zapsáno:

lim
x!x0

f (x) = +1 ,
�
8 M 2 R 9 � 2 R+ 8 x 2 (x0 � �, x0 + �) r {x0} : f (x) > M

�
.

Tedy ke každému reálnému čı́slu M musı́me umět najı́t interval (x0 � �, x0 + �) tak, aby
graf funkce f na množině (x0 � �, x0 + �) r {x0} ležel celý nad přı́mkou y = M , tj. nad
rovnoběžkou s osou x ve výšce M .

Obdobně definujeme lim
x!x0

f (x) = �1. (Pouze nerovnost f (x) > M změnı́me na

f (x) < M) — viz obr. 6.5 b).

Vlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě
Zabývejme se nynı́ přı́padem, kdy se x blı́žı́ k +1 nebo �1 (vzdaluje se neomezeně
vpravo nebo vlevo) a hodnoty f (x) se blı́žı́ ke konečnému čı́slu. Situace je znázorněna na
obr. 6.5 c) a 6.5 d).

Definice 6.4. Řekneme, že funkce f má v +1 (nebo podrobněji pro x jdoucı́ do +1)
limitu A 2 R, jestliže ke každému čı́slu " 2 R+ existuje čı́slo K 2 R takové, že pro
všechna reálná čı́sla x > K platı́ f (x) 2 (A � ", A + "). Pı́šeme:

lim
x!+1

f (x) = A.
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