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Neurčitý integrál – substituční metoda

Podstata metody:
Daný integrál převádíme zavedením nové proměnné na integrál funkce, kterou lze snadněji integrovat. Poté, co
vyřešíme integrál, ve výsledku vrátíme původní proměnnou. Vztah mezi původní proměnnou a novou proměnnou
je dán substituční rovnicí. V ní je nová proměnná funkcí původní proměnné. Je také potřeba je vyjádřit vztahy mezi
původním a novým diferenciálem. Metodu používáme k řešení integrálů, v nichž se integrovaná funkce dá rozložit
na součin dvou činitelů, přičemž prvním činitelem je nějaká složená funkce a druhým činitelem je derivace této
složené funkce. Jednoduše to lze provést zejména při substitucích lineární funkce, jakožto složky nějaké složené
funkce. Princip metody vyplývá z derivace složené funkce. Připomeňme, že platí:

𝐹 ′ [𝜑(𝑥)] 𝜑′(𝑥) = [𝐹 (𝜑(𝑥))]′ – vztah pro derivaci složené funkce

Označme 𝑢 = 𝜑(𝑥) a 𝐹′(𝑢) = 𝑓 (𝑢) a integrujeme obě strany rovnosti:

∫ 𝑓 [𝜑(𝑥)] 𝜑′(𝑥) d𝑥 = 𝐹 [𝜑(𝑥)] + 𝑐

Odtud po zavedení substituce a diferencování rovnosti 𝑢 = 𝜑(𝑥) obdržíme:

∫ 𝑓 [𝜑(𝑥)] 𝜑′(𝑥) d𝑥 = ∣ 𝜑(𝑥) = 𝑢
𝜑′(𝑥) d𝑥 = d𝑢 ∣ = ∫ 𝑓 (𝑡) d𝑢 + 𝑐

Příklad 1: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ (4 − 7𝑥)10 d𝑥 =

2.2 Základnı́ integračnı́ metody 33

+Přı́klad 2.24. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(4− 7x)10 dx, x ∈ R.

Řešenı́. I tento přı́klad byl uveden v tabulce 2.4. Zvolı́me substituciu = 4−7x. Dostaneme

∫
(4− 7x)10 dx =

∣∣∣∣∣∣
4− 7x = u
−7 dx = du

dx = −1
7 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
u10

(
−

1
7

)
du = −

1
7

∫
u10 du =

= −
1
7
u11

11
+ c = −

1
77
(4− 7x)11

+ c.
N

+Přı́klad 2.25. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
√

2x − 5 dx, x ∈ 〈5/2,+∞).

Řešenı́. Opět použijeme lineárnı́ substituci u = 2x − 5. Vyjde

∫
√

2x − 5 dx =

∣∣∣∣∣∣
2x − 5 = u

2 dx = du
dx = 1

2 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
√
u ·

1
2

du =
1
2

∫
u1/2 du =

=
1
2
u3/2

3/2
+ c =

1
3

√
u3 + c =

1
3

√
(2x − 5)3 + c.

N

Poznámka 2.26. U jednoduššı́ch přı́kladů lze při troše cviku lineárnı́ substituci provádět
téměř zpaměti, čı́mž se výpočet výrazně urychlı́. Jestliže má funkce f (u) primitivnı́ funkci
F(u), tj. ∫

f (u) du = F(u)+ c,

platı́, že ∫
f (ax + b) dx =

1
a
F(ax + b)+ c, a, b ∈ R, a 6= 0.

Důkaz se provede bud’substitucı́ ax + b = u, a dx = du, tj. dx = 1
a

du, anebo přı́mým
derivovánı́m pravé strany, protožeF ′(u) = f (u). Vzorec samozřejmě platı́ na intervalech,
kde je funkce f (ax + b) definovaná.

Ukažme si použitı́ na několika přı́kladech (nepı́šeme integračnı́ konstanty):∫
eu du = eu ⇒

∫
e2x−3 dx =

1
2

e2x−3 (a = 2, b = −3),∫
du
u
= ln |u| ⇒

∫
dx

3x + 4
=

1
3

ln |3x + 4| (a = 3, b = 4),∫
u4 du =

1
5
u5

⇒

∫
(x + 7)4 dx =

1
5
(x + 7)5 (a = 1, b = 7),

Řešení:

2.2 Základnı́ integračnı́ metody 33

+Přı́klad 2.24. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(4− 7x)10 dx, x ∈ R.

Řešenı́. I tento přı́klad byl uveden v tabulce 2.4. Zvolı́me substituciu = 4−7x. Dostaneme

∫
(4− 7x)10 dx =

∣∣∣∣∣∣
4− 7x = u
−7 dx = du

dx = −1
7 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
u10

(
−

1
7

)
du = −

1
7

∫
u10 du =

= −
1
7
u11

11
+ c = −

1
77
(4− 7x)11

+ c.
N

+Přı́klad 2.25. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
√

2x − 5 dx, x ∈ 〈5/2,+∞).

Řešenı́. Opět použijeme lineárnı́ substituci u = 2x − 5. Vyjde

∫
√

2x − 5 dx =

∣∣∣∣∣∣
2x − 5 = u

2 dx = du
dx = 1

2 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
√
u ·

1
2

du =
1
2

∫
u1/2 du =

=
1
2
u3/2

3/2
+ c =

1
3

√
u3 + c =

1
3

√
(2x − 5)3 + c.

N

Poznámka 2.26. U jednoduššı́ch přı́kladů lze při troše cviku lineárnı́ substituci provádět
téměř zpaměti, čı́mž se výpočet výrazně urychlı́. Jestliže má funkce f (u) primitivnı́ funkci
F(u), tj. ∫

f (u) du = F(u)+ c,

platı́, že ∫
f (ax + b) dx =

1
a
F(ax + b)+ c, a, b ∈ R, a 6= 0.

Důkaz se provede bud’substitucı́ ax + b = u, a dx = du, tj. dx = 1
a

du, anebo přı́mým
derivovánı́m pravé strany, protožeF ′(u) = f (u). Vzorec samozřejmě platı́ na intervalech,
kde je funkce f (ax + b) definovaná.

Ukažme si použitı́ na několika přı́kladech (nepı́šeme integračnı́ konstanty):∫
eu du = eu ⇒

∫
e2x−3 dx =

1
2

e2x−3 (a = 2, b = −3),∫
du
u
= ln |u| ⇒

∫
dx

3x + 4
=

1
3

ln |3x + 4| (a = 3, b = 4),∫
u4 du =

1
5
u5

⇒

∫
(x + 7)4 dx =

1
5
(x + 7)5 (a = 1, b = 7),

Příklad 2: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ √2𝑥 − 5 d𝑥 =

2.2 Základnı́ integračnı́ metody 33

+Přı́klad 2.24. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(4− 7x)10 dx, x ∈ R.

Řešenı́. I tento přı́klad byl uveden v tabulce 2.4. Zvolı́me substituciu = 4−7x. Dostaneme

∫
(4− 7x)10 dx =

∣∣∣∣∣∣
4− 7x = u
−7 dx = du

dx = −1
7 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
u10

(
−

1
7

)
du = −

1
7

∫
u10 du =

= −
1
7
u11

11
+ c = −

1
77
(4− 7x)11

+ c.
N

+Přı́klad 2.25. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
√

2x − 5 dx, x ∈ 〈5/2,+∞).

Řešenı́. Opět použijeme lineárnı́ substituci u = 2x − 5. Vyjde

∫
√

2x − 5 dx =

∣∣∣∣∣∣
2x − 5 = u

2 dx = du
dx = 1

2 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
√
u ·

1
2

du =
1
2

∫
u1/2 du =

=
1
2
u3/2

3/2
+ c =

1
3

√
u3 + c =

1
3

√
(2x − 5)3 + c.

N

Poznámka 2.26. U jednoduššı́ch přı́kladů lze při troše cviku lineárnı́ substituci provádět
téměř zpaměti, čı́mž se výpočet výrazně urychlı́. Jestliže má funkce f (u) primitivnı́ funkci
F(u), tj. ∫

f (u) du = F(u)+ c,

platı́, že ∫
f (ax + b) dx =

1
a
F(ax + b)+ c, a, b ∈ R, a 6= 0.

Důkaz se provede bud’substitucı́ ax + b = u, a dx = du, tj. dx = 1
a

du, anebo přı́mým
derivovánı́m pravé strany, protožeF ′(u) = f (u). Vzorec samozřejmě platı́ na intervalech,
kde je funkce f (ax + b) definovaná.

Ukažme si použitı́ na několika přı́kladech (nepı́šeme integračnı́ konstanty):∫
eu du = eu ⇒

∫
e2x−3 dx =

1
2

e2x−3 (a = 2, b = −3),∫
du
u
= ln |u| ⇒

∫
dx

3x + 4
=

1
3

ln |3x + 4| (a = 3, b = 4),∫
u4 du =

1
5
u5

⇒

∫
(x + 7)4 dx =

1
5
(x + 7)5 (a = 1, b = 7),



Příklad 3: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ (1+ln 𝑥)4

𝑥 d𝑥 =

2.2 Základnı́ integračnı́ metody 31

bychom potřebovali, jak jsme si právě vysvětlili, 2x
√
x2 − 3. To ovšem nenı́ pro-

blém, protože konstantu snadno doplnı́me dı́ky vlastnosti (2.4) z věty 2.4. Je
totiž ∫

x
√
x2 − 3 dx =

1
2

∫
2x

√
x2 − 3 dx,

což jsme chtěli. Prakticky budeme postupovat tak, že v pomocné tabulce, v nı́ž si
značı́me substituci a počı́táme diferenciály, přidáme dalšı́ řádek, který dostaneme
tak, že řádek udávajı́cı́ rovnost mezi diferenciály vhodně upravı́me jako rovnici,
abychom nalevo dostali přesně výraz, který máme k dispozici. Např. v přı́padě
funkce x

√
x2 − 3 by tabulka vypadala takto:∣∣∣∣∣∣

x2
− 3 = u

2x dx = du
x dx = 1

2 du

∣∣∣∣∣∣
Zdůrazněme ale, že tı́mto způsobem můžeme doplnit pouze multiplikativnı́

konstantu (tj. konstantu, kterou se násobı́). Pokud nám chybı́ skutečně (nekon-
stantnı́) funkce, takto postupovat nelze. K tomu se ještě vrátı́me nı́že.

+Přı́klad 2.20. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(1+ ln x)4

x
dx, x ∈ (0,+∞).

Řešenı́. Jde o předposlednı́ výraz z tabulky 2.4. Substituce tedy bude u = 1 + ln x.
Dostaneme∫

(1+ ln x)4

x
dx =

∣∣∣∣ 1+ ln x = u
1
x

dx = du

∣∣∣∣ = ∫
u4 du =

1
5
u5
+ c =

(1+ ln x)5

5
+ c.

O správnosti výpočtu se snadno můžeme přesvědčit derivacı́. N

+Přı́klad 2.21. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

sin x cos5 x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Zde se nabı́zı́ složená funkce cos5 x s vnitřnı́ složkou cos x. Jejı́ derivace je
− sin x, což je výraz, který v integrandu až na násobek −1 máme. Tedy

∫
sin x cos5 x dx =

∣∣∣∣∣∣
cos x = u

− sin x dx = du
sin x dx = −du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
u5(−1) du = −

u6

6
+ c = −

cos6 x

6
.

Bylo jen třeba uvědomit si, že sin x cos5 x dx = cos5 x sin x dx. N

Řešení:

2.2 Základnı́ integračnı́ metody 31

bychom potřebovali, jak jsme si právě vysvětlili, 2x
√
x2 − 3. To ovšem nenı́ pro-

blém, protože konstantu snadno doplnı́me dı́ky vlastnosti (2.4) z věty 2.4. Je
totiž ∫

x
√
x2 − 3 dx =

1
2

∫
2x

√
x2 − 3 dx,

což jsme chtěli. Prakticky budeme postupovat tak, že v pomocné tabulce, v nı́ž si
značı́me substituci a počı́táme diferenciály, přidáme dalšı́ řádek, který dostaneme
tak, že řádek udávajı́cı́ rovnost mezi diferenciály vhodně upravı́me jako rovnici,
abychom nalevo dostali přesně výraz, který máme k dispozici. Např. v přı́padě
funkce x

√
x2 − 3 by tabulka vypadala takto:∣∣∣∣∣∣

x2
− 3 = u

2x dx = du
x dx = 1

2 du

∣∣∣∣∣∣
Zdůrazněme ale, že tı́mto způsobem můžeme doplnit pouze multiplikativnı́

konstantu (tj. konstantu, kterou se násobı́). Pokud nám chybı́ skutečně (nekon-
stantnı́) funkce, takto postupovat nelze. K tomu se ještě vrátı́me nı́že.

+Přı́klad 2.20. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(1+ ln x)4

x
dx, x ∈ (0,+∞).

Řešenı́. Jde o předposlednı́ výraz z tabulky 2.4. Substituce tedy bude u = 1 + ln x.
Dostaneme∫

(1+ ln x)4

x
dx =

∣∣∣∣ 1+ ln x = u
1
x

dx = du

∣∣∣∣ = ∫
u4 du =

1
5
u5
+ c =

(1+ ln x)5

5
+ c.

O správnosti výpočtu se snadno můžeme přesvědčit derivacı́. N

+Přı́klad 2.21. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

sin x cos5 x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Zde se nabı́zı́ složená funkce cos5 x s vnitřnı́ složkou cos x. Jejı́ derivace je
− sin x, což je výraz, který v integrandu až na násobek −1 máme. Tedy

∫
sin x cos5 x dx =

∣∣∣∣∣∣
cos x = u

− sin x dx = du
sin x dx = −du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
u5(−1) du = −

u6

6
+ c = −

cos6 x

6
.

Bylo jen třeba uvědomit si, že sin x cos5 x dx = cos5 x sin x dx. N

Příklad 4: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ sin 𝑥 cos5 𝑥 d𝑥 =

2.2 Základnı́ integračnı́ metody 31

bychom potřebovali, jak jsme si právě vysvětlili, 2x
√
x2 − 3. To ovšem nenı́ pro-

blém, protože konstantu snadno doplnı́me dı́ky vlastnosti (2.4) z věty 2.4. Je
totiž ∫

x
√
x2 − 3 dx =

1
2

∫
2x

√
x2 − 3 dx,

což jsme chtěli. Prakticky budeme postupovat tak, že v pomocné tabulce, v nı́ž si
značı́me substituci a počı́táme diferenciály, přidáme dalšı́ řádek, který dostaneme
tak, že řádek udávajı́cı́ rovnost mezi diferenciály vhodně upravı́me jako rovnici,
abychom nalevo dostali přesně výraz, který máme k dispozici. Např. v přı́padě
funkce x

√
x2 − 3 by tabulka vypadala takto:∣∣∣∣∣∣

x2
− 3 = u

2x dx = du
x dx = 1

2 du

∣∣∣∣∣∣
Zdůrazněme ale, že tı́mto způsobem můžeme doplnit pouze multiplikativnı́

konstantu (tj. konstantu, kterou se násobı́). Pokud nám chybı́ skutečně (nekon-
stantnı́) funkce, takto postupovat nelze. K tomu se ještě vrátı́me nı́že.

+Přı́klad 2.20. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
(1+ ln x)4

x
dx, x ∈ (0,+∞).

Řešenı́. Jde o předposlednı́ výraz z tabulky 2.4. Substituce tedy bude u = 1 + ln x.
Dostaneme∫

(1+ ln x)4

x
dx =

∣∣∣∣ 1+ ln x = u
1
x

dx = du

∣∣∣∣ = ∫
u4 du =

1
5
u5
+ c =

(1+ ln x)5

5
+ c.

O správnosti výpočtu se snadno můžeme přesvědčit derivacı́. N

+Přı́klad 2.21. Vypočtěte neurčitý integrál
∫

sin x cos5 x dx, x ∈ R.

Řešenı́. Zde se nabı́zı́ složená funkce cos5 x s vnitřnı́ složkou cos x. Jejı́ derivace je
− sin x, což je výraz, který v integrandu až na násobek −1 máme. Tedy

∫
sin x cos5 x dx =

∣∣∣∣∣∣
cos x = u

− sin x dx = du
sin x dx = −du

∣∣∣∣∣∣ =
∫
u5(−1) du = −

u6

6
+ c = −

cos6 x

6
.

Bylo jen třeba uvědomit si, že sin x cos5 x dx = cos5 x sin x dx. N

Příklad 5: Vypočtěte neurčitý integrál ∫ 𝑥𝑒−𝑥2 d𝑥 =

Řešení:

32 Neurčitý integrál

+ Přı́klad 2.22. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
x e−x

2
dx, x ∈ R.

Řešenı́. Jde o modifikaci druhého přı́kladu z tabulky 2.4. Volı́me substituci u = −x2

a „doplnı́me“ chybějı́cı́ konstantu −2. Dostaneme

∫
x e−x

2
dx =

∣∣∣∣∣∣
−x2 = u

−2x dx = du
x dx = −1

2 du

∣∣∣∣∣∣ =
∫

eu
(
−

1
2

)
du = −

1
2

eu + c = −
1
2

e−x
2
+ c.

Při řešenı́ opět stačilo „umět si představit“, že x e−x
2

dx = e−x
2
x dx. N

+ Přı́klad 2.23. Vypočtěte neurčitý integrál
∫
x3 e−x

2
dx, x ∈ R.

Řešenı́. Zvolı́me substituci s = x2 a vyjde nám:

∫
x3 e−x

2
dx =

∣∣∣∣∣∣
x2 = s

2x dx = ds
x dx = 1

2 ds

∣∣∣∣∣∣ =
∫
s e−s ·

1
2

ds =
1
2

∫
s e−s ds =

(vzniklý integrál budeme řešit metodou per partes — viz tabulka 2.2; jde o typ mnohočlen
krát exponenciála eas , kde a = −1)

=

∣∣∣∣ u = s u′ = 1
v′ = e−s v = −e−s

∣∣∣∣ = 1
2

(
−s e−s −

∫
(−e−s) ds

)
=

=
1
2

(
−s e−s − e−s

)
+ c = −

1
2
(s + 1) e−s + c = −

1
2
(x2
+ 1) e−x

2
+ c.

N

Pro zájemce:
Zadánı́ předchozı́ho přı́kladu je podobné jako v přı́kladu 2.22, takže bychom mohli opět „vidět“
složenou funkci e−x

2
a zkusit substituci u = −x2. Avšak (−x2)′ = −2x, takže (když pomineme

konstantu −2) nám přebývá v zadánı́ x3 e−x
2
= x2 e−x

2
x ještě výraz x2.

Lepšı́ nápad tedy bude „vidět“ v zadánı́ složenou funkci f (x2) = x2 e−x
2
, kde f (s) = s e−s ,

s vnitřnı́ složkou x2. Pak zvolı́me substituci s = x2 a vše již proběhne hladce, když si představı́me,
že x3 e−x

2
dx = x2 e−x

2
x dx.

Všimněte si, že v zadánı́ by bylo rovněž možné „vidět“ jinou složenou funkci, a to g(−x2) =

= x2 e−x
2
, kde g(s) = −s es , s vnitřnı́ složkou −x2 a volit substituci s = −x2. Výpočet by byl

obdobný a výsledek samozřejmě stejný. Zkuste si sami tuto variantu.

V následujı́cı́ch dvou přı́kladech si všimneme velice jednoduchého, ale důležitého
přı́padu substituce. Jde o tzv. lineárnı́ substituci tvaru u = ax + b, kde a, b ∈ R, a 6= 0.
Protože (ax+b)′ = a, bude platit a dx = du. Pokud nám konstanta chybı́, vždy ji snadno
již známým postupem doplnı́me.

Podle předchozích návodů vypočítejte substituční metodou neurčité integrály:

Úloha 1. ∫ sin2 d𝑥 = (návod: využijte vzorce pro cos 2𝑥)

Úloha 2. ∫ cos2 6𝑥 d𝑥 =



Úloha 3. ∫ 3𝑥2

1+𝑥3 d𝑥 =

Úloha 4. ∫ tg 𝑥 d𝑥 =

Úloha 5. ∫ 3𝑥(𝑥2 − 1)6 d𝑥 =

Úloha 6. ∫ 𝑥23√𝑥3 − 2 d𝑥 =

Úloha 7. ∫ sin 𝑥√cos 𝑥 + 𝜋
2 d𝑥 =



Výsledky úloh

1. 1
2(𝑥 + sin 𝑥) + 𝑐

2. 1
2𝑥 + 1

24 sin 12𝑥 + 𝑐
3. ln |1 + 𝑥3| + 𝑐
4. − ln | cos 𝑥| + 𝑐
5. 3

14(𝑥2 − 1)7 + 𝑐

6. 1
4

3√(𝑥3 − 2)4 + 𝑐

7. −2
3

3√(cos 𝑥 + 𝜋
2 )3 + 𝑐
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