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Aplikace derivaci — zjiStovani lokalnich extrému funkce

Ve 2. roéniku jsme se ucili definici lokalnich extrém( (resp. ostrych l.e.) — minima a maxima.
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Pfipomefime si uvahy z minulych hodin, kiteré se tykaji derivace funkce, zavislosti monotonnosti funkce na zna-
ménku prvni derivace, pfipomefime si pojem tzv. stacionarnich bodd a vzpomefime na tzv. nutnou a postacujici
podminky pro existenci lokalniho extrému na daném intervalu.

B v bodé x, je tzv. stacionarni bod, je-li v tomto bodg f” (x) = 0.

B Nutna podminka pro lokalni extrémy spojité funkce na otevieném intervalu:
Lokalni extrém muze nastat jen v téch bodech otevieného intervalu, v nichz
je prvni derivace nulova nebo v nichZ prvni derivace neexistuje.

| Postacujici podminka existence lokalniho extrému spoijité funkce na ote-
vieném intervalu: Lokalni extrémy nastavaji pouze v bodech v nichz se
méni znaménko prvni derivace.

B Lok. maximum nastava v bodé, kde se méni znaménko 1. derivace z + na
—, lok. minimum v bodé, kde se méni znaménko z — na +.




Postup pfi hledani lokalnich extrémut a maximalnich intervali ryzi monotonie:

1.
2.
3.

Uréime D(f).

Vypogitame f” a D(f”).

Uréime na D(f) stacionarni body (fesime rovnici f” = 0) a body v nichZ neexistuje . Tyto body
jsou ,podezfelé“ z toho, Ze v nich nachazi extrém.

Tyto body zakreslime do harmonogramu pro zji$tovani znaménka 1. derivace a ndsledné pomoci
néj zjistime znaménko prvni derivace na jednotlivych podintervalech.

Zjistime, zda a jakym zplsobem se v ,podezfelych* bodech méni znaménko 1. derivace a podle
toho uréime druh extrému.

POZOR! Ve stacionarnim bodé extrém nastat mize, ale také nemusi (viz funkce y = x3, kterd ma

v bodé x, = 0 sice stacionarni bod, ale extrém v ném nenastava). Stejné tak muze ale nemusi
nastat extrém v bodé, v némz 1. derivace neexistuje. Pokud nelze nalézt stacionarni bod klasickym
fedenim rovnice f” = 0, pouzivame Cauchy-Bolzanovu vétu (pokud u spojité funkce na uzavieném
ohrani¢eném intervalu (a, b) plati f(a) - f(b) < 0, pak na tomto intervalu existuje alespon jeden
nulovy bod funkce f). Numerickymi metodami (napt. plleni intervalu) Ize ptipadné nulové body
najit aspon pfiblizné.

Priklad 1: Najd&te lokdlni extrémy a intervaly monotonnosti funkce f: y = 12x° — 15x* — 40x3 + 60.



Reseni 1:
1. D(f) =R.
2. Vypocteme f"a D(f'):
F'(x) = 60x* — 60x> — 120x2, D(f) =R.
3. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f’ kladnd, resp. zdporna:
a) Nulové body f”:

ffx)=0 < 60x*—60x> —120x% = 0.

Jednd se o algebraickou rovnici ¢tvrtého stupné, kterd ma ctyfi kofeny (obecné
komplexni, po¢itdno s ndsobnosti). Ovsem pfi feSeni téchto prikladd hleddme pouze
redlnd feSeni, nebot’ chceme najit stacionarni body, tedy body z defini¢niho oboru
funkce f’ (a ten je pro kazdou funkci podmnoZzinou R).

Rovnici upravime na tvar:

60x2(x2—x—2)=0 & 60x2=0 nebo xZ—x—-2=0.

Vyfesenim rovnice 60x> = 0 dostaneme dvojndsobny kofen x1, = 0 a vyfesenim

rovnice x> — x — 2 = 0 obdrZime dal§{ dva kofeny
14148 1&£3 2,
X34 = = =
2 2 —1.
Vsechny koteny jsou redlné. Staciondrni body tudiZjsouxj 2 = 0,x3 = 2ax4 = —1.

b) D(f’) rozdélime nulovymi body f’ na disjunktni intervaly:
(—OO, _1)7 (_170)’ (Oa 2)7 (2’ OO)

¢) V kazdém z ,,dil¢ich® intervalti zvolime jeden bod a v ném uréime znaménko

funkce f’. Body zvolime napt. takto: —2, —%, 1, 3. Pak

/ / 1 75 / /

f(=2)=960 > 0, f (—5) =-7 <0, f'(1) = =120 < 0, f'(3) =2160 > 0.
Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je f’ naintervalech (—1, 0) a (0, 2) zdpornd a na
intervalech (—oo0, —1) a (2, oo) kladna.

4. Intervaly monotonie a lokaln{ extrémy.

Dle véty 9.1 je funkce f na intervalu (—oo, —1) rostouci, na intervalech (—1,0) a
(0, 2) klesajici a na intervalu (2, co) opét rostouci. Funkce f ma tedy v bodé x4 = —1
ostré lokdlni maximum a v bodé x3 = 2 ostré lokdlni minimum. V bodé x;» = 0
lokaln{ extrém nemd. Vypocteme funkéni hodnoty v bodech lokélnich extrémi. Vyjde
f(=1D) =73, f(2) = —116.
Znaménka derivace a monotonii na pfislusnych intervalech mizeme zakreslit nad ¢i-

selnou osu
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nebo zapsat do tabulky:
(o0, —1) -1 (=1,0) | 0] (0,2) 2 (2, 00)
f’ + 0 - 0 - 0 +
f S lok. max. AV . | lok. min. S

5. Zavér: Funkce f je rostouci intervalech (—oo, —1), (2, 00) a klesajici na intervalu
(—1,2) (vzhledem ke spojitosti v bodé O jsme intervaly mohli sjednotit). Funkce f
mé tedy v bodé x4 = —1 ostré lokdlni maximum a v bodé x3 = 2 ostré lok4lni
minimum. A



Vysledek pfedchozi ulohy mizete nyni konfrontovat s grafem funkce:

-1 0] 1
204
~404

~60

_80_

-100

fiy=12x" — 15x* — 40x> + 60.

Podle pfedchozich navodl hledejte lokalni extrémy nasledujicich funkei:

~ 2
Ulohat1. y= 2

x+3

Uloha2. y= ’%2

Uloha3. y= xe *’



Uloha4. y=3-

Uloha 5. y = x — 2sinx. Hledejte extrémy na intervalu (0, 2.r)
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