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Aplikace derivací – zjišťování lokálních extrémů funkce

Ve 2. ročníku jsme se učili definici lokálních extrémů (resp. ostrých l.e.) – minima a maxima.
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Obr. 9.2

Tedy má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ minimum, znamená to, že v určitém okolı́
bodu x0 nenı́ menšı́ hodnota než f (x0). V některém vzdálenějšı́m bodě tomu již tak
být nemusı́. Např. na obr. 9.2 a) a 9.2 b) je f (x1) < f (x0), avšak bod x1 vždy ležı́
mimo dostatečně malé okolı́ O(x0). Podobně má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ maximum
znamená to, že v jistém okolı́ bodu x0 nenı́ většı́ hodnota než f (x0).

Obrázek 9.2 d) ukazuje, že funkce může mı́t vı́ce lokálnı́ch extrémů — kromě lokálnı́ho
maxima v bodě x0 má ještě lokálnı́ minimum v bodě x1 a lokálnı́ maximum v bodě x2.
Dalšı́m přı́kladem může být funkce f : y = sin x, x ∈ R, která má dokonce nekonečně
mnoho bodů lokálnı́ho maxima („vrcholků“) a nekonečně mnoho bodů lokálnı́ho minima
(„dolı́ků“).

Na obrázcı́ch 9.2 a), 9.2 b), 9.2 d) jsou v bodě x0 ostré lokálnı́ extrémy. Naproti tomu
na obr. 9.2 c) je v bodě x0 lokálnı́ minimum, které nenı́ ostré (v dostatečně malém okolı́
jsou všechny hodnoty stejné, protože funkce je zde konstantnı́). V tomto bodě je dokonce
současně i lokálnı́ maximum (ve vyznačeném okolı́ O(x0) totiž platı́ f (x) = f (x0)).
V bodě x1 téhož obrázku je lokálnı́ minimum, které nenı́ ostré (vlevo od x1 jsou vždy
stejné funkčnı́ hodnoty). Lokálnı́ maximum to již pochopitelně nenı́. Samozřejmě, že

Připomeňme si úvahy z minulých hodin, které se týkají derivace funkce, závislosti monotonnosti funkce na zna-
ménku první derivace, připomeňme si pojem tzv. stacionárních bodů a vzpomeňme na tzv. nutnou a postačující
podmínky pro existenci lokálního extrému na daném intervalu.

V bodě 𝑥0 je tzv. stacionární bod, je-li v tomto bodě 𝑓 ′(𝑥0) = 0.
Nutná podmínka pro lokální extrémy spojité funkce na otevřeném intervalu:
Lokální extrém může nastat jen v těch bodech otevřeného intervalu, v nichž
je první derivace nulová nebo v nichž první derivace neexistuje.
Postačující podmínka existence lokálního extrému spojité funkce na ote-
vřeném intervalu: Lokální extrémy nastávají pouze v bodech v nichž se
mění znaménko první derivace.
Lok. maximum nastává v bodě, kde se mění znaménko 1. derivace z + na
−, lok. minimum v bodě, kde se mění znaménko z − na +.



Postup při hledání lokálních extrémů a maximálních intervalů ryzí monotonie:
1. Určíme 𝐷(𝑓 ).
2. Vypočítáme 𝑓 ′ a 𝐷(𝑓 ′).
3. Určíme na 𝐷(𝑓 ) stacionární body (řešíme rovnici 𝑓 ′ = 0) a body v nichž neexistuje 𝑓 ′. Tyto body

jsou „podezřelé“ z toho, že v nich nachází extrém.
4. Tyto body zakreslíme do harmonogramu pro zjišťování znaménka 1. derivace a následně pomocí

něj zjistíme znaménko první derivace na jednotlivých podintervalech.
5. Zjistíme, zda a jakým způsobem se v „podezřelých“ bodech mění znaménko 1. derivace a podle

toho určíme druh extrému.

POZOR! Ve stacionárním bodě extrém nastat může, ale také nemusí (viz funkce 𝑦 = 𝑥3, která má
v bodě 𝑥0 = 0 sice stacionární bod, ale extrém v něm nenastává). Stejně tak může ale nemusí
nastat extrém v bodě, v němž 1. derivace neexistuje. Pokud nelze nalézt stacionární bod klasickým
řešením rovnice 𝑓 ′ = 0, používáme Cauchy-Bolzanovu větu (pokud u spojité funkce na uzavřeném
ohraničeném intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ platí 𝑓 (𝑎) ⋅ 𝑓 (𝑏) < 0, pak na tomto intervalu existuje alespoň jeden
nulový bod funkce 𝑓 ). Numerickými metodami (např. půlení intervalu) lze případné nulové body
najít aspoň přibližně.

Příklad 1: Najděte lokální extrémy a intervaly monotonnosti funkce 𝑓 : 𝑦 = 12𝑥5 − 15𝑥4 − 40𝑥3 + 60.



Řešení 1:
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Shrňme si naše dosavadnı́ poznatky do jakéhosi návodu, jak postupovat při hledánı́
lokálnı́ch extrémů a maximálnı́ch intervalů ryzı́ monotonie funkce f :
1. Určı́me D(f ).
2. Vypočteme f ′ a D(f ′).
3. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná (předpokládáme přitom, že
D(f ′) lze vyjádřit jako sjednocenı́ disjunktnı́ch intervalů Ji a že f ′ je spojitá na
každém z těchto intervalů):

a) Určı́me nulové body f ′, tj. řešı́me rovnici f ′(x) = 0.
b) Každý interval Ji rozdělı́me nulovými body f ′ na disjunktnı́ intervaly.
c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′ v tomto bodě.

4. Určı́me intervaly monotonie funkce f (s využitı́m věty 9.1) a lokálnı́ extrémy (v bodě
x0 ∈ D(f ), kde se měnı́ charakter funkce „z rostoucı́ na klesajı́cı́“, nastává ostré lokálnı́
maximum a v bodě, kde se měnı́ charakter funkce „z klesajı́cı́ na rostoucı́“, nastává
ostré lokálnı́ minimum).
Poznamenejme, že intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná můžeme určit i jinak,

než je uvedeno v bodě 3), a to vyřešenı́m nerovnic f ′(x) > 0 a f ′(x) < 0.

+

Přı́klad 9.12. Najděte lokálnı́ extrémy a maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie funkce

f : y = 12x5
− 15x4

− 40x3
+ 60.

Řešenı́.
1. D(f ) = R.
2. Vypočteme f ′ a D(f ′):

f ′(x) = 60x4
− 60x3

− 120x2, D(f ′) = R.

3. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná:

a) Nulové body f ′:

f ′(x) = 0 ⇔ 60x4
− 60x3

− 120x2
= 0.

Jedná se o algebraickou rovnici čtvrtého stupně, která má čtyři kořeny (obecně
komplexnı́, počı́táno s násobnostı́). Ovšem při řešenı́ těchto přı́kladů hledáme pouze
reálná řešenı́, nebot’ chceme najı́t stacionárnı́ body, tedy body z definičnı́ho oboru
funkce f ′ (a ten je pro každou funkci podmnožinou R).
Rovnici upravı́me na tvar:

60x2(x2
− x − 2) = 0 ⇔ 60x2

= 0 nebo x2
− x − 2 = 0.

Vyřešenı́m rovnice 60x2
= 0 dostaneme dvojnásobný kořen x1,2 = 0 a vyřešenı́m

rovnice x2
− x − 2 = 0 obdržı́me dalšı́ dva kořeny

x3,4 =
1 ±

√
1 + 8

2
=

1 ± 3
2

=

{
2,

−1.

Všechny kořeny jsou reálné. Stacionárnı́ body tudı́ž jsou x1,2 = 0, x3 = 2 a x4 = −1.
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b) D(f ′) rozdělı́me nulovými body f ′ na disjunktnı́ intervaly:

(−∞,−1), (−1, 0), (0, 2), (2,∞).

c) V každém z „dı́lčı́ch“ intervalů zvolı́me jeden bod a v něm určı́me znaménko
funkce f ′. Body zvolı́me např. takto: −2,−1

2 , 1, 3. Pak

f ′(−2) = 960 > 0, f ′

(
−

1
2

)
= −

75
4
< 0, f ′(1) = −120 < 0, f ′(3) = 2160 > 0.

Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je f ′ na intervalech (−1, 0) a (0, 2) záporná a na
intervalech (−∞,−1) a (2,∞) kladná.

4. Intervaly monotonie a lokálnı́ extrémy.
Dle věty 9.1 je funkce f na intervalu (−∞,−1) rostoucı́, na intervalech (−1, 0) a
(0, 2) klesajı́cı́ a na intervalu (2,∞) opět rostoucı́. Funkce f má tedy v bodě x4 = −1
ostré lokálnı́ maximum a v bodě x3 = 2 ostré lokálnı́ minimum. V bodě x1,2 = 0
lokálnı́ extrém nemá. Vypočteme funkčnı́ hodnoty v bodech lokálnı́ch extrémů. Vyjde
f (−1) = 73, f (2) = −116.
Znaménka derivace a monotonii na přı́slušných intervalech můžeme zakreslit nad čı́-
selnou osu

+ − − +
f ′:

minmax
1−1 0 2

nebo zapsat do tabulky:

(−∞,−1) −1 (−1, 0) 0 (0, 2) 2 (2,∞)

f ′
+ 0 − 0 − 0 +

f ↗ lok. max. ↘ ↘ lok. min. ↗

5. Závěr: Funkce f je rostoucı́ intervalech (−∞,−1〉, 〈2,∞) a klesajı́cı́ na intervalu
〈−1, 2〉 (vzhledem ke spojitosti v bodě 0 jsme intervaly mohli sjednotit). Funkce f
má tedy v bodě x4 = −1 ostré lokálnı́ maximum a v bodě x3 = 2 ostré lokálnı́
minimum. N

+

Přı́klad 9.13. Najděte lokálnı́ extrémy a maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie funkce

f : y = xe−x2
.

Řešenı́.
1. D(f ) = R.
2. Vypočteme f ′ a D(f ′):

f ′(x) = (x)′e−x2
+x
(
e−x2)′

= 1e−x2
+xe−x2

(−2x) = e−x2
−2x2e−x2

, D(f ′) = R.



Výsledek předchozí úlohy můžete nyní konfrontovat s grafem funkce:

Podle předchozích návodů hledejte lokální extrémy následujících funkcí:

Úloha 1. 𝑦 = 𝑥2

𝑥+3

Úloha 2. 𝑦 = 𝑥+2
√𝑥

Úloha 3. 𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥2



Úloha 4. 𝑦 = 𝑥2

ln 𝑥

Úloha 5. 𝑦 = 𝑥 − 2 sin 𝑥 . Hledejte extrémy na intervalu (0, 2𝜋)

Úloha 6. 𝑦 = 1
𝑥 ⋅ ln 1

𝑥



Výsledky úloh

1. 𝑀𝑖 [0, 0], 𝑀𝑎 [−6, −12]
2. 𝑀𝑖 [2, 2√2]

3. 𝑀𝑖 [−1
√2

, −1
√2𝑒

], 𝑀𝑎 [ 1
√2

, 1
√2𝑒

]

4. 𝑀𝑖 [√𝑒, 𝑒]
5. 𝑀𝑖 pro 𝑥 = 𝜋

3 , 𝑀𝑎 pro 𝑥 = 5𝜋
3

6. 𝑀𝑖 [𝑒, −1
𝑒 ]
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